Seometría 


Seemetría 


Intelecturt 


EVOLUCIÓN 


Intelectum 


Geometría 
de logro 

Unidad 1 Unidad 2 
» Define el triángulo no euclidiano y sus elementos, así como sus puntos + Analiza los distintos polígonos regulares notables y sus elementos. 

notables. » Representa gráficamente los distintos polígonos regulares. 
»  Discrimina entre triángulos elípticos e hiperbólicos. + Calcula las medidas de ángulos internos, ángulos externos y la medida 
» Utiliza las propiedades de cada punto notable en el triángulo al calcular de su apotema. 

la longitud de lados y medidas de sus ángulos. + Evalúa los distintos teoremas para determinar el área de una región 
+ Reconoce los triángulos rectángulos aproximados, exactos y triangular. 

pitagóricos. + Determina el área de regiones triangulares utilizando su perímetro, la 
» Utiliza las relaciones de medidas de los lados de triángulos rectángulos medida de un ángulo interno o el radio de una circunferencia inscrita 

aproximados y exactos para la resolución de problemas. o circunscrita. 
» Identifica los casos de semejanza de triángulos y sus elementos + Identifica las regiones cuadrangulares convexas y cóncavas. 

homólogos. + Calcula el área de una región trapecial, rombal y de cuadriláteros 
» Calcula longitudes de segmentos utilizando proporcionalidad y circunscritos, inscritos y exinscritos. 

semejanza. » Identifica y define un sector circular, segmento circular y corona circular. 
* Interpreta las relaciones asociadas a la cuaterna armónica y analiza +. Calcula el valor de distintas secciones de una región circular, 

sus teoremas. reconociendo sus elementos. 


» Identifica relaciones métricas en triángulos y circunferencias. 


Esp 


GEOMETRÍA PROYECTIVA 


Siempre hemos escuchado que dos rectas paralelas son 
aquellas que por mucho que se prolonguen nunca llegan 
a cortarse, pero también conocemos el concepto de que 
dos rectas paralelas se cortan en el infinito. ¿Cuál de 
estas dos afirmaciones es verdadera? 


La geometría euclidiana es aquella que estudia las 
propiedades del plano y el espacio tridimensional. La 
presentación de esta se hace mediante un sistema de 
axiomas que, a partir de un cierto número de postulados 
que se presumen verdaderos y a través de operaciones 
lógicas, genera nuevos postulados cuyo valor de verdad 
es también positivo. Euclides planteó cinco postulados 
en su sistema. El último postulado, que es conocido 
como el postulado de las paralelas, fue reformulado así: 


Por un punto exterior a una recta, se puede trazar una 
única paralela a la recta dada. 


Las geometrías donde el quinto postulado no se cumple 
se llaman geometrías no euclidianas. 


EA AS 


Unidad 4 


» Define elementos geométricos del espacio e identifica conceptos 
referentes al plano en el espacio y sus posiciones relativas. 


» Analiza las proyecciones de un punto y una recta sobre el plano. 


Aplica el Teorema de Thales y el teorema de las paralelas en los 
problemas propuestos. 


Define ángulos diedros y triedros, además los reconoce gráficamente. 

+ Discrimina entre poliedro convexo y cóncavo. 

Interpreta los teoremas referente a poliedros regulares y conjugados. 

» Calcula el área total, volumen y la medida de la apotema de cada uno 
de los poliedros regulares. 

» Representa gráficamente cada uno de los poliedros. 

» Identifica una superficie prismática y cilíndrica, y evalúa las principales 
características en cada caso. 

+ Calcula el valor de los principales elementos de una superficie 

prismática y cilíndrica. 


+ Discrimina entre pirámide regular e irregular y reconoce gráficamente 
cada uno de sus elementos. 

Evalúa teoremas relacionando pirámides con planos paralelos a su base. 
Calcula el valor de la apotema, del área total, lateral y el volumen de 
la pirámide. 

Representa gráficamente el tronco de una pirámide regular y de una 
irregular. 

Identifica conos oblicuos y rectos, además de sus características. 


+ Determina el valor del volumen y de la superficie de un cono 
identificando sus elementos. 

+ Calcula el área lateral de un cono de revolución. 

» Aplica las propiedades de sólidos de revolución para la resolución de 
problemas. 

» Analiza la superficie esférica e interpreta el teorema de Pappus- Guldin. 


» Determina el área lateral y el volumen de distintas secciones de una 
esfera. 
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Existen, además de la geometría plana, otros tipos de geometría en donde también existen otros tipos de 
triángulos; por ejemplo: Observación 


En el triángulo elíptico la suma de sus ángulos | En el triángulo hiperbólico, la suma de sus ángulos inter- 
internos es mayor a 180". nos es menor a 180”. 


(CD TRIÁNGULO PARABÓLICO 


Es el triángulo clásico y que se define como la reunión de los segmentos de recta que determinan tres puntos no 
colineales o como un polígono de tres lados, además la suma de sus ángulos internos es 180”. 


Elementos: 

AB; BC; AC son los lados. 

A; B; C son los vértices. 

aL, B; 8 son las medidas de los ángulos internos. 
a; b; c son las longitudes de los lados. 

Xx; y; z son las medidas de los ángulos externos. 


Para que el AABC exista se debe cumplir el teorema de desigualdad triangular; el cual postula las siguientes 


desigualdades: 
(6 +180=0.+p) 
Si además se sabe que 


... Concluimos que en todo triángulo se cumple que cualquier lado es siempre menor que la suma de los otros 
dos y mayor que su diferencia. 


Teorema de correspondencia 
El tamaño de un ángulo interno determina la magnitud del lado opuesto, así se definen tres tipos de triángulos: 


Isósceles Equilátero 


ee e AÑO LAc pQ% o “Ae 
Si. BC >AC >AB Si: AB =BC Si: AB =BC=AC 
=0a>p>0 >0a=8 =a=pP=0=60* 
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Teorema de Pitágoras 
El cuadrado de la medida de un lado y su relación con la suma de los cuadrados de los otros dos lados 
determinan tres tipos de triángulos: 


Acutángulo Rectángulo Obtusángulo 


Recuerda 


CD PUNTOS NOTABLES 


1. Baricentro (G) 
Es el punto de concurrencia de las tres medianas de un triángulo, además el baricentro se encuentra siempre 
dentro de la región triangular. 


E Si: AM; BM» y CM; son medianas: 
= Ges baricentro del A ABC 
M, M, Se cumple: 
AG = 2GM, ; BG = 2GM,; CG = 2GM, 
Ñ , Además, G es baricentro del AM¿M,Mz 
M, 


Si unimos los puntos medios de cada lado de un triángulo se obtiene un triángulo complementario llamado 
triángulo mediano. 


B 
SN > El AM¿MyM, es el triángulo mediano del AABC 
A M, C 


2. Ortocentro (H) 
Es el punto de concurrencia de las tres alturas de un triángulo; en un triángulo acutángulo está dentro del 
triángulo, en un triángulo rectángulo está en el vértice del ángulo recto y en un triángulo obtusángulo está 
fuera de la región triangular. 


B 
H, Si: AHy; BH, y CH, son alturas: 
H, > Hes el ortocentro del AABC. 
Además; H es el incentro del A H¿H2Hz 
A Ha c 


Al unir los pies de las alturas de un triángulo obtenemos el triángulo órtico. 


B 
A 
H 
E > El triángulo H4H2Hy es el triángulo órtico del A ABC 
A H, G 
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3. Circuncentro (O) 
Es el punto de concurrencia de las tres mediatrices de cada lado de un triángulo. El circuncentro es el centro 
de la circunferencia circunscrita al triángulo y cuyo radio se denomina circunradio. Será un punto interior en 
un triángulo acutángulo, un punto exterior en un triángulo obtusángulo y el punto medio de la hipotenusa en 
un triángulo rectángulo. 


Si:L; L, y L; son mediatrices: 

= 0 es el circuncentro del A ABC. 
R es el circunradio del A ABC. 

Se cumple: 

AO=BO=CO=R 


4. Incentro (1) 
Es el punto de concurrencia de las tres bisectrices interiores de un triángulo, además el incentro siempre se 
encuentra dentro de la región triangular y es el centro de la circunferencia inscrita en el triángulo cuyo radio 
se denomina inradio. 


Ps P, Si: AP+; BP, y CP, son bisectrices: 
> l es el incentro del AABC 
res el inradio del AABC 


Al unir los puntos de tangencia entre una circunferencia inscrita en un triángulo y los lados del mismo, se 
genera el triángulo tangencial. 


= El AT;T>Tz es el triángulo tangencial del AABC 


Todo triángulo tangencial es acutángulo, además, | 
es el circuncentro del AT+¿T2Tz 


5. Excentro (E) 
Es el punto de concurrencia de dos bisectrices exteriores y una bisectriz interior. El excentro será el centro 
de la circunferencia exinscrita relativa al lado opuesto a la bisectriz interior que lo origina, por lo tanto todo 
triángulo posee tres excentros y tres circunferencias exinscritas. El radio de la circunferencia exinscrita se 


denomina exradio. 


Si: AE; BE y CE son bisectrices: 
> E es el excentro relativo a BC 
R, es el exradio relativo a BC 
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Atención 


le Euler 


Al unir los tres excentros relativos a cada lado se obtiene el triángulo exincentral. 


Recuerda 


1. Bisectriz interior: 


LN 


Enel ABACsi 4¿BAP= PAC 
= AP: bisectriz interior 


=> El AE¿EJEz es el triángulo exincentral del A ABC 
l es el incentro del A ABC 
l es el ortocentro del AE¿E¿Ez 


Kv 


2. Bisectriz exterior: 


B 
E Propiedades 
1. SiO es circuncentro del AABC: 
z B 
A ds E Q A 


Enel AABC, si 4BCE=ZECQ 


> CE: bisectriz exterior CES 


A e 


$=2PB A AO=0C 
2. SiO es circuncentro del A ABC (obtuso en A): 


=>» 
>| p=28 A AO0=0C 


A C 


3. Sil es el incentro y E uno de los excentros del AABC: 


B 


E 
IN/ = El cuadrilátero BECI es inscriptible. 
A 


ll. 2 SL 4. 
ES, N y 
> 
30. 
(Cl [] ES 
5) ; E E 
> 
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(MD EFECTUAR 


Halla x en los siguientes problemas: 


ED) En un triángulo ABC, (AB = BC), se traza la ceviana interior BE. 


En el triángulo BEC, se traza la ceviana EQ, tal que BE = BQ. Si 
m.ZABE es 48", halla la medida del 4QEC. 


Resolución: 


Nos piden: m4 QEC =x 

El AABC es isósceles: m4A=m2C=a 

En el AEQC, por ángulo externo: 

mZEQB = m4QEC +m4C 

mZEQB =x+«au 

Luego, en el triángulo isósceles EBQ: 

m4BEQ = m4EQB 

Finalmente, usamos la propiedad del ángulo externo en el AABE: 

mZ4BEC=mA+mZABE 
2x+0a=a +48" > 2x = 48" 

LOS 


[2 A3 la figura adjunta, halla la medida del ángulo ABC, sabiendo 


que: m4E = 607, m4D =70* y DC = DE = BE. 
D 


Resolución: 


Piden: m4ABC = x 
Trazamos DB. 

Como BE = DE y m4E = 60”: 
> El ABED es equilátero. 


Entonces: 

BD =DE y m4BDE = m4DBE = 60% 

Luego: 

mZ4BDC =70* — 60% => m4BDC= 10* 

El ACDB es isósceles, entonces: 

m4C=mzZCBD=a 

a + a +10 = 180? > a = 85” 

Finalmente, en B: 

x+a +60* = 180” > x + 85” + 60* = 180* 
0 = 30" 


[3 23 un triángulo ABC se traza la ceviana exterior BF. Calcula la 


longitud de AF si BF =8,AC =6 yel suplemento del 4BFC es el 
doble del ángulo C (F en la prolongación de CA). 


Resolución: 

Nos piden: AF 

Considerando el gráfico adjunto: 
m.Z BFE es suplemento de m4BFC. 
mZBFE =2m4C= 2a 


B Entonces, como: 
D mZ<BFE=m2ZFBC+mC 
2a =mZFBC+a 

8 -mZFBC=0 

= AFBC es isósceles 

>= FC=FB 
Ñ FA+6=8 

“.FA=2 


[4 7 Demuestra que, en todo triángulo, el mayor ángulo que forman las 


bisectrices de dos ángulos interiores mide 90% más la mitad de la 
medida del tercer ángulo. 


Resolución: 
Sea el triángulo ABC. 


Demostraremos que: 
mz AIC =90* + mA 


Tenemos, en el cuadrilátero no convexo ABCI: 
mZAIC =a +m4B+db 2. (1) 


En el AAIC: 
a + mZAIC + q = 180” ...(2) 


Sumando miembro a miembro las expresiones (1) y (2): 
2mZAIC +0 +4 =0a+m24B + q + 180% 


Cancelando (a + (): 
2mZAIC = 180” + m4B 
B 


De donde: mZAIC = 90” + ne 


ED) Del gráfico, halla x. 
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Prolongamos EA y FC hasta P. 
Por propiedad, en el AABC: 
> mzP=90* - MÁB 


mZP=90* — 
mZP = 58 
De otro lado, en el AEPF: x= 90" + — 
x=90%+ 38% 
“x= 1192 
ES En el AABC, O es circuncentro, calcula x. 
B 
20130 
0s 
X 
A D (0; 
B Piden: x 
eN Como O es circuncentro: 
20"|90 OA=0B=0C 
0120? El ABOC es ¡sósceles: 
5 > mZ0CB = 30* y 
alli 2) mZBOC = 120* 
400 x 
D C 


Por propiedad de este punto notable: 
(O: centro de la circunferencia circunscrita) 
mBC =mZBOC =2m4A 
120 =2m4A = mZ4A=60* 
Finalmente en el AABD: 

x=mZA+20* 
.x=60* + 20* = 80* 


En el AABC, O: circuncentro, calcula x. 
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B 
Piden: x 
Como O es  circuncentro, 

AD sabemos por propiedad: 
A mZAOB = 2m4C 

mZAOB = 2x 

807 A 

A E C 


En el cuadrilátero ODCE se cumple: 


2x+x=80" + 70* 
3x = 150% = x = 50" 


ER Calcula el valor de x en la figura: 


Prolongamos BR y AR, notamos 

que: AP 1 BC y BH AC 

Luego: 

R: ortocentro del AABC 

Por lo que, en el DAQC: 

x+a +12 +52” — a =90* 
.Xx=26" 


El AABC es isósceles (AM = MO). 
O: incentro del AAMB 
3r= 180% 
r=60* 
x=90% +r 
x=90* + 60? 
190" 


inv 


Resolución: 
Graficamos el A ABC: 


B Si: BM=MC=a 
y AM=m 


Dato: BC < 2AM 
del dato: 2a< 2m = a<m 


Por el teorema de correspondencia: x< PB A y <08 


Sumamos ambas desigualdades: x + y <0 +P (11) 
Sabemos: a. + PB +0 = 180* 
Pp +0 =180* — a. .«(111) 
Reemplazamos (111) y (1) en (11): 
a < 180” — a 
2a. < 1802 
a < 90* 


Resolución: 
Graficamos el AABC: 
B a +fB =902 
0 +4 =90* 
= mZLQC = 90? 


mZSPA = 90 


Trazamos las bisectrices AP y CQ y hallamos que los ángulos 
ZLQC y 4SPA son rectos; luego vemos en el gráfico que: 
ZLBC=d4 y 4SBA=B 
= AABS y ALBC son triángulos isósceles 

x=a+b 
=>» 

y=b+c 


“ X+y=a+2b+C 


Tenemos que: x+y=aL ...(l) 


Resolución: 


Graficamos el triángulo ABC. 


Del gráfico L; y L, son mediatrices y BK y AJ son alturas. Además: 
L,//BK y L,//AJ 

Los ángulos 40PC y 4HPQ son iguales y miden 60* 

También: m4HQP = m40QP = 60? 

=> m4PHQ = m4POQ = 60* 

Luego, APHQ y APOQ son equiláteros y 

PH = HQ = 00 = OP = PQ 

el rombo OPHQ tiene como diagonales a PQ y MO. Por propiedad, 
las diagonales de un rombo son perpendiculares. 


x= 90% 


Resolución: 


Se observa que NA es parte de la mediatriz de MP. 
Luego: m4MAN = m4NAP =0 
Por ángulo externo: m4BCA = 6 
= AADC es isósceles y AD = a 
... AABD es equilátero. 
=> 20 =60* 
0 =30* 
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TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS 
O NOTABLES 


CD) DEFINICIÓN 


Un triángulo rectángulo notable es un triángulo cuyos lados guardan una proporción conocida a partir de la 
medida de al menos uno de sus ángulos agudos. Además se clasifican en: 


A)Triángulos rectángulos notables exactos 
Son aquellos triángulos que poseen ángulos internos de valor exacto o decimal exacto; y son: 


a) Triángulo de 45? 
Usamos el teorema de Pitágoras: 
2 =2 + ((Za + a)? 


x= 14 +2/2 a 


ay4+24/2. 


Usamos el teorema de Pitágoras: 


Recuerda e =b?+ (2b + b4/3 yA 


x=b(/6 + /2) 
a/3 Si b= (/6 — /2)a, tenemos: 
Este triángulo origina al triángulo notable de 15* y 75”. Y 
4 
A 
E ÓN, mi 
(16 +4/2)a 


H——— 20 ———HHK— b/3 


ce) Triángulo de 36* y 54” 


Si igualamos: 
da alo 2/5 b410 +24/5 = a(/5 — 1), tenemos: 
] 
a(í5+ 1) dE 72 
a(í5- 1) 
Este triángulo origina al triángulo notable de 18* y 72. AE A 


ay10+2/5. 
b/10 2/5 


EN 
H——— 4b————HH bo (Y5+ 1) 
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B)Triángulos rectángulos notables aproximados 
Son aquellos triángulos que poseen ángulos internos de valor inexacto o irracional. 


a) Triángulo de 37" y 532 b) Triángulo 28” y 62* c) Triángulo de 16" y 74? 


C)Triángulos pitagóricos 


Son aquellos triángulos rectángulos que tienen lados de valor entero (22*) y se pueden construir empleando las 


siguientes fórmulas: 
p Cateto menor (Cy) 2(n + 1) 
C 
Cateto mayor (C») 2n(n + 1) 


Si reemplazamos n por números enteros positivos y utilizamos la fórmula 1 tendremos: 


a) Paran=1 b) Para n =2 c) Para n=3 
An? ¿28 
No a = ar 
AS yd 2(1)+1=3 2(2)+1=5 MS 0 
201) =4 2(2)(2 + 1) = 12 2313 + 1) =24 


Ahora reemplazamos n por números enteros positivos y utilizamos la fórmula 2: 


a) Paran=1 b) Para n =2 c) Para n=3 


AD 


1 
22+1)=6 


1(1+2)=3 2(2+2)=8 3(3 + 2) = 15 
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Resolución: 
M 
A 
k/ he 
qe 45" B 
ADS 
A IT) Ls C 


Prolongamos CB, luego la medida del ángulo exterior que se 
forma es: 

30 + 15? =45* 

Entonces, construimos un triángulo notable de 45”, trazando la 
altura exterior AM. 


Enel DAMB: 8= k4/2 
k=44/2 
> AM=MB=4/2 


En el AMC: AM = — 
2442) = AC 
- AC=8/2 


Resolución: 


Del grafico: 
16k + 12k + 9k =74 
k=2  .. PQ=12. (2) = 24 cm 


Resolución: 


De la figura: 

AP= 543 . (/3) =15 
PC=5 

AC =AP +PC 

AC =20 
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Resolución: 


Prolongamos AB y CD intersecándose perpendicularmente en el 
punto E. 


El ÍMBEC es notable de 30* y 60”, entonces: 
2k=6 
k=3=BE=3nA EC=3/3 
En el BAED: ED=EC + CD 
ED=34/3 +34/3 =6/3 
> AE = (6/3) /3 =18 
Finalmente: 
AE =AB + BE 


18=x+3 
“ox=15 


Resolución: 

Nos piden DC = x 

AD: bisectriz del ángulo A 

= m4BAD = mZDAC = 30* 


En el AABD: m4 ADB = 60? 
En el gráfico: 


El IMABD es notable (30* y 607). 


Donde: 
BD=2=AB = 2/3 
El MABC es notable (30? y 60?) 


Donde: 

AB = 2/3 (opuesto a 30”) 
> BC =24/3(/3) =6 
Conociendo: 


BC =BD+DC 
6=2+x=x=4 


Si PQR es un triángulo equilátero de lado 16. Por A, punto Luego: $ = 30% =mDAC m0) 
medio de PQ, se traza AB perpendicular a PR; por B se traza BC En el MADB: 
perpendicular a QR. ¿Cuánto mide BC? mZDAB = 60* (1) 


Entonces: 
mZDAB =a +P 
60 = a + 309 
=a=30* 


(8) Si la mediana relativa a la hipotenusa de un triángulo rectángulo 
mide 5 y forma un ángulo de 30* con el cateto mayor, entonces 
la distancia del baricentro al vértice opuesto al cateto menor es: 


APBA: triángulo notable 30” y 60?, donde 2k = 8 


INMBCR: triángulo notable 30? y 60*, x se opone a 60 Trazamos la altura GH, relativa al cateto mayor. 


En el PBA: En el IAMBCR: B 
2k=8=k=4 BR= 12 =2k; > k, =6 
PB=k=4 Del análisis: 
x se opone a 60? 
Por dato: > x=kV3 
El APQR es equilátero -x=6/3 


=PQ=0R=RP=16 
Como: PR = PB + BR 
16 =4+BR a 
BR = 12 5 


Sabemos por propiedad del baricentro BG = 2GM: 


De la figura, calcula a. 5 
=> BG=10/3AGM= 3 


== 
El ÍMBHG es notable de 30* y 60*. 
12 > GH= 5/3 y BH = (5/3) 43 
Ll El NMABC es notable de 30? y 60”, se tiene: BC = 5/3 
9 4 6 => HC =BC - BH 
A DS 
PEER HC =5/3 (5)13 
H= 9/3 
Se pide: m4BAC = al Aplicamos el teorema de Pitágoras en el triángulo GHC: 
B> 2 2 
2/5 10 2 _5 
X (HE) 17 x= 3113 
12 
cy O Halla x: 
(57 6 B 
A B D 1 


H—— 613 —— 


MADB: mZDAB = a + $ 
IMADC: mZDAC = PB A 4 300 C 


Recuerda, el triángulo rectángulo notable de 30* y 60*. | O z 
60 
2k 
k El AAOB es isósceles => m2BAC =mABO = 15" 
302 Luego, el MABC es notable de 15? y 75”. 
kV3 Por propiedad: AC = 4(BD) 
El IMACD es notable: E AC=x=4(4) 
6/3 k/3 2 
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PROPORCIONALIDAD Y 


O SEMEJANZA 


Observación 
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(D PROPORCIÓN GEOMÉTRICA 
Una proporción geométrica es la igualdad de dos o más razones geométricas; es decir, dos magnitudes geométricas 
son proporcionales a otras dos magnitudes geométricas si sus razones geométricas son las mismas. 


B N D 
a n 
b 
AZ al: A 
M P 
De (1) y (II) tenemos: y = E = k = decimos que dicha expresión es una proporción geométrica. 


CD SEMEJANZA DE FIGURAS 
Dos figuras son semejantes si ambas tienen la misma forma; es decir, la razón geométrica entre sus magnitudes 
longitudinales es la misma y por lo tanto forman una proporción geométrica. 


DTS Y 
C T 

CD SEMEJANZA DE TRIÁNGULOS 

Dos triángulos son semejantes si y solo si ambos cumplen con uno de los siguientes casos: 


= figural — figura ll 


o ABZAC_ ló0_ 
SR ST 0 
Además: 


ZA= Sy mBC = mRT 


Caso |: dos triángulos son semejantes cuando ambos poseen dos pares de ángulos respectivamente congruentes. 


A B $ 
Ñ SiZA =ZTAZB=ZR 
> AABC= ATRS 
. AB_AC_BC_; 
C R T ? 


“RT ST SR 
Caso Il: dos triángulos son semejantes cuando ambos poseen un par de ángulos congruentes y además los 
lados que comprenden a dicho ángulo en ambos triángulos son proporcionales. 


B 
S 
Si ZA=ZT y 4B - AC 
dl - TS TR 
As = AABC=ATSR 
a A BOBO o 
C R “TS SR TR 


Caso lll: dos triángulos son semejantes cuando los tres lados de uno son respectivamente proporcionales a los 
otros tres lados del otro. 


B R ¡¿AB_BC_AC 
S SRT ST RS 
E > AABC= ARTS 
A Cc T 


() CUATERNA ARMÓNICA 


Una cuaterna armónica es una proporción geométrica que se origina cuando dos puntos dividen un segmento 
rectilíneo, uno interiormente y otro en su prolongación, en cuatro segmentos respectivamente proporcionales. 


0, H lo + 0, 2 A, da 
K $ E > Si == > Al, IB, BE y AE conforman una cuaterna armónica. 


2 3 
d, 


(D ELEMENTOS HOMÓLOGOS 


Los elementos longitudinales de dos triángulos semejantes que se encuentran en una misma proporción y 
además cumplen una misma función en cada uno de sus triángulos, se denominan elementos homólogos. 


Recuerda 


SIAABC=ARST=>4B BC _AC_y 


RS ST RT 
AB yRS 
a) eL tl c) Alturas homólogas: BH y SE 
> [ACyRT AB BH ho Re 


d) Inradios homólogos: iy € ¡> RS SE" LR, 
b) Bisectrices , . 
y SB SR e) Circunradios 
homólogas: AP y RQ hombloges Raf 
(D TEOREMAS DE PROPORCIONALIDAD 
A) Teorema de Thales 


Si en los tres casos La l/ L l/ La, entonces se cumple: > a ” 
B) Teorema de la bisectriz interior C) Teorema de la bisectriz exterior 
B 
4 b 
A mk A e 
Si BQ es una bisectriz interior = A =M Si BP es una bisectriz exterior > 5 Si a 
n 
D) Teorema del incentro E) Teorema del excentro 


- 
. 
z 


: 


A ESA Ll 


Si E es el excentro relativo a BC = X 
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F) Teorema de Menelao G) Teorema de Ceva 
Atención 


si Ts es una recta transversal al AABC Si AN; BQ y CM son cevianas internas concurrentes 
= abc= mn0 = abc =mn0 
H) Teorema de Van Aubel 1) Teorema de Gergonne 
B 
M De N 
A e] e 
Si AN; BQ y CM son cevianas concurrentes en P, Si AN; BQ y CM son cevianas concurrentes en P, 
se cumple: X = 2 4 M se cumple: Y + D y My 
y bon x a on 
CD) TEOREMAS DE SEMEJANZA 
Teorema 1 Teorema 2 Teorema 3 
B B 
B 
Pp 
Xx 
Q 
A 
A 
A P b C 

e C | a | 
Si PQ//AC = AABC -— APBQ Si AB1LPCABCLAQ => AABC= AQBP |Si m4BAC =mZCBP = X =ab 
Teorema 4 Teorema 5 Teorema 6 


1 Si BHLAC y BHNAQNCP=(0 
b Si ¡MABCD es inscriptible se cumple: ab = cd N a = mZQHB o 


Si AB//CD//MN > 1 = 
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Problemas resueltos | 


KB) En la figura, BE // CD y BF // CE. Si ED = 12AF y EF = 12. Calcula 
AD. 


C 


Se pide: AD 

Por dato: 

AF 4 _ E 

ED 772 AF=kAED= 12k 
9 


AF D 


E 
SE yre mk 
Dado que dilo o 12 ..(1) 
Luego, como: BE // CD 


=== 


n 12k 


Igualando (1) y (2): 


CANES AA 
a. 


Nos piden: AD = 12 + 13k= AD = 64 


ER Según el gráfico mostrado 
5AB = 3BC = 4CD, calcula: 


'Z 2 = SS IS 
NE Alo ¿si además: L, // To // Ty 1/T, 


Del dato: 5AB = 3BC = 4CD = 60k 
Entonces: 

AB = 12k; BC = 20k; CD = 15k 
Luego, en el gráfico: 

MN = 12p; NP = 20p; PQ = 15p 
Nos piden: 


(me) + (28) 


Della ls cios 
(200) + (155) 


(Ne ES ]= ta! 


ES En el gráfico, calcula x. 


En el AABD, por el teorema de la bisectriz interior: 
AB_9_AB_3 


BD 6 "BD" 2 41) 

En el AABC, por el teorema de la bisectriz interior: 
XA AD (2) 

10” BD o 
Reemplazando (1) en (2): 

10 = 5 =xX=15 


4) Calcula x, si ABCD es un paralelogramo. 


Del paralelogramo: AB // DG A BF // AD 


Como AB // DG, por el corolario de Tales: 


6 _BE 
"+ x ED il) 
Como BF // AD, por el corolario de Tales: 

BE_4 
2075 a 
Igualando (1) y (2): 

Sé = 
E > 36 = 4(4 + x) 

9=4+x 
¿=D 
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Resolución: 


Del dato: 

mZA=2m2C 

Si. m4C=a 

= mZ4A=20 

Luego: 

mZAEB = 2a (ángulo externo) 
= AABE es semejante al ACBA: 
AB_BE_AB_ 4 


BC AB” 9 AB 
-. AB=6 


Resolución: 
Si BFEG, es un cuadrado y x la longitud de 
su lado. 


Es fácil deducir que los triángulos 
AFE y ABC son semejantes. 


Luego: 
EF _AF_x-_ 12-x 


> == 


CB” AB "8 12 
Donde: x = 4,8 


Resolución: 


Piden: HQ 
Del gráfico el MAHAQC es inscriptible. 


Por lo tanto: 
mZHQB = m4BAC 


Luego: 
AQBH = AABC 
HQ _ HB _ HQ _ 18 


“AC CB 20 25 
De donde: HQ = 14,4 
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Resolución: 
| b 

Por dato: a + C= 4b «o (1) 
Por el teorema del incentro: 

m_a+€ (11 
n b 

De (1) y (1) 

m _ 4b 

A pol 4n (111) 
El BHD =I5O0TD 

3 mn (V) 
r n : 


Resolución: 


Por el T. Menelao: abx = de(9 + x) 2. (1) 
Por el T. Ceva: ab3 = de6 ... (2) 
Sumamos (1) y (2): 

Xx_9+xX 
3. 6 
x=9 

9 
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RELACIONES MÉTRICAS 


CD PROYECCIONES ORTOGONALES SOBRE UNA RECTA 


La proyección ortogonal de un punto sobre una recta, vendría a ser el pie de la altura trazada desde dicho 
punto hasta una recta llamada “eje de proyección”; asimismo la proyección ortogonal de un segmento sería la 
parte del llamado “eje de proyección” que se encuentra comprendido entre las proyecciones ortogonales de los 
extremos de dicho segmento. 


E Notaciones: 

* P =Proy,P “Proyección de P sobre e 
A'B' = Proy;-AB : “Proyección de AB sobre JE 
- H =Proy;-EF : “Proyección de EF sobre e 
'N' = Proy;- MN: “Proyección de MN sobre Ll 
«RS =Proy RS: “Proyección de RS sobre E 


=| 


CD RELACIONES MÉTRICAS EN EL TRIÁNGULO RECTÁNGULO 


En un triángulo rectángulo, la altura relativa a su hipotenusa determina dos triángulos semejantes entre sí y 
también semejantes al triángulo rectángulo dado. 


B 
En el BABC tenemos: 
a b BH: altura relativa a la hipotenusa. 
AH = ProyacAB: proyección del cateto menor sobre la hipotenusa. 
AL AH ñ Cc HC =ProyagBC: proyección del cateto mayor sobre la hipotenusa. 


Dado que: MABC — IMAHB =-ÍAMBHC = se cumplen los siguientes teoremas: 


L 
p? 


e m 
« Teorema 4: ab =hc » Teorema 5: y? =N 


Teoremas adicionales 


* Teorema 6: de = 5 + 


A) Teorema | B) Teorema Il 


En dos circunferencias tangentes exteriores 
Se cumple: x = 2/Rr 


En dos circunferencias ortogonales 
Se cumple: x = /2R r 


CD) RELACIONES MÉTRICAS EN LA CIRCUNFERENCIA 


Las longitudes de los segmentos asociados a la circunferencia se relacionan mediante los siguientes teoremas: 


A) Teorema de las cuerdas B) Teorema de la tangente 


C) Teorema lll 


Se cumple: 


rr 


: Proyectantes: : 
: Son aquellos segmentos que : 
: unen los puntos con sus pro- : 
¿ yecciones y son: : 


: . Proyectantes ortogonales: 


Son aquellas proyectantes : 
que son perpendiculares al : 
eje de proyección. : 


. Proyectantes oblicuas: : 
Son aquellas proyectantes : 
que son oblicuas al eje de : 
proyección. : 


E 1II.Proyectantes cónicas: 


Son aquellas que parten de : 
un punto común denomina- : 
do foco de proyección. É 


1 


C) Teorema de las secantes 


Se cumple: X =ab 


Se cumple: ab = mn 


Se cumple: ab = mn 
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Teoremas adicionales 
|. Teorema de Ptolomeo II. Teorema de Viette 


: Teorema de Dostor: 


i Si IMABC - ARST E 
¿ = Se cumple: am+bn=cl | Se cumple: mn = ac + bd 


111, Teorema de Packein 


Se cumple: X= be Se cumple: a? +02=h?+d?=4R? 


Recuerda y 


(D RECTAS ISOGONALES 


Se denomina así a aquel par de rectas que pasan por el vértice de un ángulo y además son simétricas con 
respecto a la bisectriz de dicho ángulo. Además dependiendo de su posición pueden ser: 


A)Isogonales interiores B)Isogonales exteriores 
Cuando parte de las rectas isogonales se Cuando las rectas isogonales se encuentran en 
encuentran en la región interior del ángulo. su totalidad en la región exterior del ángulo. 
O o 
NS Ñ 
de Ls M La B L; A M B Lo 
si L, y L> son simétricos respecto de ÓM ES pa Em 
Y 2 tds Si L, y L, son simétricos respecto de ÓM 
= Ly y L, son rectas isogonales interiores "o > , a 
= Ly y L, son rectas isogonales exteriores 


Conjugado isogonal 

Se dice que dos puntos en el interior de un triángulo son conjugados isogonales, si los segmentos que se 
originan uniendo al primer punto con cada uno de los vértices son respectivamente segmentos isogonales con 
los segmentos que se originan uniendo al segundo punto con cada uno de los vértices. 


Notación: 


B 
AN P*: “Conjugado isogonal de P en el AABC”, 
En donde | es el incentro del AABC y además: 
AP y AP* son segmentos isogonales. 
BP y BP* son segmentos isogonales. 
A CP y CP* son segmentos isogonales. 


| 
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Trazamos DO y ON. 
Por el teorema de las cuerdas: x(QN) = 1 X 1 


Además: 
20. +20 = 180? 
o. +0 =90* 
En el ÓBAQ0: 
Q0? + 1? =5? 
Q0? =24 


En el IMQON: 
QN? = 00? + 5? 


QN?= 49> QN=7 


Entonces: x = 


ED Si KELY es un cuadrado, calcula x. 


Prolongamos LE, entonces: FE = EL 


Luego, trazamos KL: 


En el MAKE: 36? =a? + (a/2Y 


a=12/3 


Teorema de las cuerdas: 36(x 


) = a(a) 


36x= (1243) =x= 12 


Calcula x, si RI =4 y lO = 5. U es punto de tangencia y, además, 


baricentro del triángulo DRO. 


Por el teorema de la tangente: 


_DA (20)? =9(4) 
S/N 2n=6 
E AU 3 nee 
n DO = 6n 
D o  =DO=6(3)=18 
| 3n | 3n | -x=94/3 


ED) En el gráfico, si DI = 1, IL =3, calcula LO. 


En la semicircunferencia: 
3? = (CIN(IS) 
9 = (CI)(IS) 


En la circunferencia aplicamos el teorema de las cuerdas: 
(DI)(10) = (CN(IS) = (1)(8 + x) = 9 
3+x=9 
x=6 


igura M = 4 a 
ES En la figura ARE 25 > calcula b" 


a SS 
/ A 
53M | n ] 
Cc 
a b 
B A 
HE 4k A 25k | 
iden: £ 
Piden: b 
Sabemos por relaciones métricas que: 
al = (29k)4k (1) 
b? = (29k)25k (2) 
Dividiendo (1) entre (2): 
(2 y -4 a _2 
b 25 b 5 
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[ED En la figura calcula PQ, si BP = 18, PC =2 y AB =9. 


En el MAQD: 
(9 — x)?= 18(2) 
9-x=6 

x=3 


En un triángulo ABC, recto en B, se traza la ceviana interior BR, tal 
que AB = BR. Halla AB, si: (AC)(AR) = 72 


Xx X 


A C 


Dato: (ACI[AR)=72  ...(1) 


Piden: AB 
Se traza la altura BH. Luego, en el AABR isósceles: 
AR 


AH =HR == 2) 
En el DABC: 
AB? = (AC)(AH) 

2 AR 21 
AB (AC) > ) AB 
Luego: 

E Te 
AB”=3 


..AB=6 


AC)(AR) 
2 


ED» Calcula x; si N; M y Q son puntos de tangencia; 
además MR =a y NS = b (PQRS es un cuadrado). 
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Trazamos: OM 1 MR y ON 1NS 


En el IMONS aplicamos el teorema de Pitágoras: 

(0S)? = (ON)? + (NS)? > (08)? = 1? + b? 0) 
Además: (MR)? = (QR)(QR + 2r) 

> al =(x)(x +21) (2) 


En el iBORS aplicamos el teorema de Pitágoras: 
(Os)? = (OR) + (RS)? 
Pero: (08)? = r? + p? 


Reemplazando: 

E bé (re +x 
Ad 2 E 
> b?=x(x +21) + x? 


2 


De la ecuación (2): b?= a? +x? 


x= db?-a? 


O En una circunferencia de centro “0” se ubican los puntos A y B; 
luego se ubica “M” en AB tal que: 


AB =9 m, AM= MO = 4 m; calcula BO. 


De los datos: MB = 5 
Piden: BO =r 
Si prolongamos OM hasta el punto N: 
=MN=r-4 
Por el teorema de las cuerdas: 
4x5 = (r + 4)(r — 4) 
Resolvemos: r = 6 
=> BO=6m 


RELACIONES MÉTRICAS EN 


O TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


CD NATURALEZA DE UN TRIÁNGULO 


La naturaleza de un triángulo puede ser rectangular u oblicuangular, esto dependiendo cuál de las siguientes Recuerda 
relaciones cumplan las longitudes de sus tres lados. 


Triángulo acutángulo Triángulo rectángulo Triángulo obtusángulo 


Cuando sus lados cumplen las | Cuando sus lados cumplen las | Cuando sus lados cumplen las 
siguientes condiciones: siguientes condiciones: siguientes condiciones: 


. a<p+e e bica+ol. as<bt+ e? «bi=a +0? 


<a<b+ret base 
«<p a? . ?<a+p? 


e <ca+p 


CD TEOREMAS PRINCIPALES 
Cualquiera que sea la naturaleza de un triángulo; éste cumple con los siguientes teoremas: 
A) Teorema de Euclides 


Primer caso: cuando el AABC es acutángulo: Segundo caso: cuando el AABC es obtusángulo: 


Si 0<90* y m= ProyacAB Si0>090” y m= ProyÍcAB Observación 
= Se cumple: b?= a? + c? — 20m = Se cumple: b? = a? + c? + 2cm ma dé 
B) Teorema de las proyecciones C) Teorema de la mediana 
B B 
a b a : 
A m H n C dl M e 
HA —— 
Si m=ProyaAB y n=Proy¿¿BC Si BM es la mediana relativa al lado AC 
2 
> Se cumple: b?— a?=n? — m? = Se cumple: a? + b? =2m? + Pa 
D) Teorema de Herón (altura) E) Teorema de Steward (ceviana) 
B B 
a b a b 
A H o d' m P n E 
c c 
Si p es el semiperímetro del AABC (p = : (a+b+0)) Si BP es una ceviana relativa al lado AC 
A 
> Se cumple: h= z plo —alp—b)(p —c) = Se cumple: aín + bím = x“c + cmn 


GEOMETRÍA - TEORÍA UNIDAD 1 l 25 


: El Teorema de la Mediana es : 
¿ también llamado "Teorema de : 
: Apolonio", quien fue un gran : 
¿ filósofo y matemático de la es- 


¿ cuela pitagórica. 


Teorema de Chadú 


¿ Si en un cuadrilátero inscrip- : 
; tible tres de sus vértices for- ; 
¿ man un triángulo equilátero, : 
: se cumple que la distancia del : 
¿ cuarto vértice al vértice más : 
: alejado es igual a la suma de : 
: las distancias de este a los : 
¿otros dos vértices del triángulo : 


¿ equilátero. 


i Si el JABCD es inscriptible y ¿ 


¡ AB=BD=AD=0 


¿ = Se cumple: x= a +b 
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F) Teorema de la bisectriz interior 


Si BP es una bisectriz interior: 
= Se cumple: XÉ = ab — mn 


H) Teorema de Euler 
1) En un cuadrilátero convexo 


G) Teorema de la bisectriz exterior 


CR e ds E 


Si BE es una bisectriz exterior: 
= Se cumple: y? = mn — ab 


11) En un cuadrilátero cóncavo 


Si M y N son puntos medios de AC y BD respectiva- 
mente; además AC=m y BD=n 


= Se cumple: a? + b?* +0? + d?=m? 


+02 +4x? 


Il) Primer teorema de Booth 


c/2 N c/2 


Si AM=m,BN=n y CQ=e 
= Se cumple m?+ n? + e? = +) 


K) Teorema de Marlen 


Si M y N son puntos medios de AC y BD respectiva- 
mente; además AC =m y BD=n 


= Se cumple: al +b?+ 024 d?= m? 


+12 +4x? 


J) Segundo teorema de Booth 


Si G es el baricentro del AABC 


= Se cumple: x? + y +2= Ha bis c?) 


En un rectángulo, la suma de los cuadrados de las longitudes de los segmentos que unen un punto 
cualquiera, con los vértices opuestos de dicho rectángulo son iguales. Es por ello que se presentan dos 
casos; dependiendo de la ubicación del punto cualquiera: 


Cuando el punto P es interno al rectángulo ABCD 


ARS 


cu D 


= Se cumple: += y +w 


Cuando el punto P es externo al rectángulo ABCD 


Pp 
y z 
B C 
A D 


2 


= Se cumple: e+z= y +Ww 


Problemas 


resueltos 


Las longitudes de los lados de un triángulo son 5, 6 y 7. Calcula 
la longitud de la proyección del lado menor sobre el lado mayor. 
Resolución: 


7>6>5 
74645? 
49 < 61 


= El triángulo es acutángulo. 


Primer teorema de Euclides: 


5 6 62=72+5? — 27)x 
14x = 38 
x= 19 
x= 7 
! 7 


29) En un triángulo ABC, AB = 13, BC = 15 y CA = 14. Calcula la 
distancia del ortocentro al vértice B. 


Resolución: 
Graficamos el triángulo ABC,siendo T su ortocentro. 


Calculamos BM usando el teorema de Herón: 
2Paa8c = 13 + 15 +14 


Pansc = 21 


2 
BM= (21(21-13)(21-15)(21-14) 


BM = 12 > MC = 9 (ElÍMBMC es notable de 37? y 5?) 
Luego AM = 5 


En el lx TMA: 


o__5 
tan53* = 7=x 


(ED) En el cuadrilátero ABCD se tiene: AB = 3, BC = 5, CD =7 y 
DA=9.Además las diagonales BD =8 y AC = 6. Calcula la longitud 
del segmento que une los puntos medios de las diagonales. 


C 


Resolución: 


Por el teorema de Euler tenemos: 
%+5 04774 92=6? 4 8? + 4x2 
16* =100 + 4x 
4x =64 
x2=16 
x=4 


Luego, el segmento que une los puntos medios de las diagonales 
mide 4. 


7D) L es la longitud del lado del cuadrado ABCD, de centro O. D es 
centro del arco AEC y EM = MD. Halla OM. 


sms 
Al 


El radio de la circunferencia mide: 5 


El radio del cuarto de circunferencia: L 
En el AEOD, por el teorema de la 
mediana: 


2 
OE? + 0D? = 20M)? + E 


(5)+(5] 207 +5 


Resolución: 


De donde: OM = A 


5) En la región exterior relativa a BC, de un triángulo ABC, se ubica el 
punto Q, tal que la altura BH interseca a AQ en P. Si m4AQC = 90", 
AB=6,BC =8,AP=3 y PQ=2, calcula AC. 


B 
AE 
6 


Resolución: 


Piden: AC =x x(m) = 5(3) 
AABC: del teorema de xm= 15 ...(2) 
a S Reemplazamos (2) en (1): 
8=6+-2xm  ...[1) 64 =36 +2 2(15) 
Se observa que el APQCH Xx =58 

E X= 438 


es inscriptible, entonces por 
el teorema de las secantes: 
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Resolución: 


4 


A 


Trazamos AC, luego O es punto medio de AC y BD. 


Q baricentro del AACD: 
QD = 2(00); CQ = 2(PQ) 
Luego: m4ABD = m4BDC = 60* 
ÍxCOD notable de 60? y 30%; sea OQ = l 
> QD = 20; CQ=20/3;CD=AB=40 
Además: QP=0/3; BO =30 
Se observa ABA triángulo equilátero: 
=AB =BQ=AQ=40 
En APQD y APQB (T. Pitágoras): 
PD? = AP? = PQ? + QD? 
AP?= 043 + (20)? 
AP?= 70 
BP?= BQ? + PQ? 
BP?= (40? + (43.0)? 
BP?= 190? 
En el MABOP (Teorema de Euler): 
AB? + BQ? + PQ? + AP? =BP? + AQ? + 4x? 
(40? + (402 + (430)? + 702=190? + (40? + 4x? 
78 =4x 
_ 07 
a 


Por dato: 
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Resolución: 
Trazamos RQ: 


Por dato OM // BR: 


MR // AB entonces: — 
R: punto medio de BQ 


C > 2BR)=BQ 


En el AABC (teorema de Herón): 


BQ= 2 NONP=2MP= 10) (p = 17) 


21+17+10 
2 


Donde: p = 
p=24 

BQ = — (24) (24 —- 21) (24 — 10) (24 — 17) 

BQ =8 


2(BR) =8 
-.BR=4 


Resolución: 


Sean AP y BP bisectrices, entonces: m4APB = 90" 
Prolongamos CB y AP hasta A'; BP y DA que se cortan en B'. 
Los AABA' y ABAB' son isósceles: 
>AB=AB'=BA'=9;BP=PB'=n;AP=PA'=m 
En el ACPA' (teorema de Steward): 
CP2(9) + m?(3) = n2(12) + (3)(9)(12) 
3CP? + m?= 4n?+ 108 (1) 
En el ADPB' (teorema de Steward): 
DP29) + n2(3) = m2(12) + (39112) 

3DP? + n= 4m? + 108 (2) 
Sumamos (1) y (2): 
3DP? + 3CP? + m? + n= 4m? + 4n? + 108 + 108 

DP? + CP?=m?+ nm? +72 

(642)? +CP?=m?+n? +72 


CP? = m? + n? ... (3) 
- Del AAPB: - En (3): 
m? + n? = AB? CP? = 9? 
m? + n? = 9? -.CP=9 


= RQ LAQ (AR diámetro) 


= B; R y Q son colineales 


> pa POLÍ6ONOS REGULARES 


CD DEFINICIÓN 


Un polígono regular posee todos sus lados congruentes y todos sus ángulos iguales. Además todo polígono Recuerda 
regular está inscrito y circunscrito a circunferencias concéntricas. 


Elementos del polígono regular 


* 0, longitud del lado del polígono regular. * ap, : apotema del polígono regular. 

+ O: centro del polígono regular. + Za: ángulo central del polígono regular. 

*  n: número de lados del polígono. + 0), ángulo interior del polígono regular. 

* R: circunradio del polígono regular. +  Ze,: ángulo exterior del polígono. 

*  r: inradio del polígono regular. +  AA/¿OA;: triángulo elemental del polígono regular. 


CD POLÍGONO REGULAR DE “n” LADOS 


Dado un polígono de *n” número de lados, podemos calcular en función de este parámetro y la medida de su 
circunradio la magnitud de sus otros elementos. 


, o s san Me 2 
«Ángulo central: aL, = an Apotema: ap, = y y 4R*— 
* Ángulo interno: 0, = 2 ap, = E, 2 + 2 C0S Otp 
* Ángulo externo: e, = e » Área! Avoigono = nt, 2 


1 
«Lado: 0, =Ry/'2-— 2.008 0tp Aboligono => y MR'Seno, 


GEOMETRÍA - TEORÍA UNIDAD 2 l 29 


Propiedades adicionales 


l. Longitud de una cuerda que determina un arco de | Il. Longitud de una cuerda que determina un arco de 
150” en una circunferencia. 144” en una circunferencia. 


P 


Observación 


III. Longitud de una cuerda que determina un arco de | IV. Longitud de una cuerda que determina un arco de 
135” en una circunferencia. 108” en una circunferencia. 


(D CUADRO DE POLÍGONOS NOTABLES 
Triángulo equilátero (n = 3) 


Ángulos Segmentos Área 
Gala 4 =RV3 A = (7)0ans 
0, =60* 0, = (1,732)R 


e, = 120 ap, = R/2 A= 


A 
A apy = (0,5)R A, = (1,299)R? 


Tetrágono regular o cuadrado (n = 4) 


Ángulos Segmentos Área 
aL, =90* 0,=RYV2 A,= (5) var, 
0, =90* 0,=(1,414)R 
| AE 
e, =90 ap, =R(W2/2) “22 
ap, =(0,707)R A,=(2R 
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Pentágono regular (n = 5) 


Ángulos 


AR, 


0;= 108" 


0 e, =12* 
El 
PG 


Hexágono regular (n = 6) 


Ángulos 
a. = 600 
8, = 120" 
e, =60 


Ángulos 
Oy =45" 
0, = 135" 
ej = 40" 


Ángulos 
02,0 =36* 
079 =144* 
61 =36" 


Ángulos 
Ly =30* 
9, = 150" 
es, =300 


Segmentos 
0= (7)r/10-2/5 


0, = (1,176)R 
ap; = (4) R(V5 +1) 


ap; = (0,809)R 


Segmentos 


aps = (0,866)R 


Segmentos 


=RYV2-yY2 


0¿ = (0,765)R 
ap, = (5)R 2+4/2 


ap = (0,924)R 


Segmentos 

0o= (¿)RU5 =1) 

Lo =(0,618)R 

apro = (7) V10+2/5 


Segmentos 


%/=R 12-43 


Lio = (0,518)R 
api) = (7)Rv 2443 


apy2 = (0,966)R 


Área 

A.=(3) wa 
A¿=2R 4/2 
Az = (2,828)R? 


Área 


> 
nm 
1 
AS 
N|s 
A 
¿> 
nm 
ES] 
E 
m 
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Atención 


ED Hala x si Ac = /3 y BD= /2. 
SN 
¿A 
y 
D 


(150 + a) 


Sea: mBC =0 

Como: AC =RyY3 > mAC= 120* 
BD=Ry/2 =mBD = 90" 

De la circunferencia: mAD = 150% + al 


Por propiedad: x = 


150* za OL X= 759 


ED El lado del decágono regular ABCDEFGHIJ es R. Calcula x. 


C D 
B E 
r 
A » E 
7 
J G 
H 


En el AABC: AC = 2/10 +25 (AC=0,) 
En el A ACP se cumple: 


x=(E/0+2/5) 40248 =x=RY5 
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Dado el dodecágono regularABCD...L inscrito en una circunferencia 


de radio R, P es punto medio de CD. Entonces AP mide: 


Del enunciado: 


R/2+43 
A CD=2y 
Luego: ADPO — APQO 
Q00_PQ_PO 
PD PO DO 
Ry 
Rx y  -_2 2443 
2V2- 4/3 EV 24 Í3 ES 
Entonces: y = É(2 + //3) A E 


Pero: AP? = x? + y? 


2 
Luego: AP? = 4 +3) > AP = 5 4+ 4/3 


DD Si ABCD es un cuadrado, indica la medida de PQ, donde MC = NC 


y NP = 1, además, NP es la sección aurea de AP. 
Q 


BAM 


ES 


Q 


Por dato MC =NC = BM =ND 
Se cumple: AMBA = ANDA (caso LAL) 


Entonces: m4BAM = mZNAD = 27? =: m4MAN = 36” 
Además: NP sección aurea de AP: 


NP =AP vean 
> E y AED 


En el AAPQ: PQ = lyo Por dato, m4AEG = 90”. 
PQ = (AP) (Y5 -1) = AGes diámetro de la circunferencia de radio R. 
Luego: 6a., = 180? 
0, =30" 
$2 309 


n=12 


El polígono es un dodecágono regular, además: m4EAG = 30* 
Luego: MAEG es notable de 30? y 60”. 


Resolución: AG=2R;AE=RyY3 
E Del dato: AG-AE=2 
2R=RYV3 =2 , 
Mer 
=> R=4+2/3 
En el AFOG: 
X= lio 
=RYV2-4/3 
x= (4+2/3)V2- /3 
Sea C circunferencia de radio R = 430 cm y centro O.. “.x=242+ 4/3 cm 
Del gráfico: GE =2/15 
GE= 2.30 7 
GE=/2 R 
> GE=0,; mZGO,E=90* 
Resolución: 


También: EO = 3410 
EO= /3./30 = EO=yV3R 
EO= 0, mZEO,0 = 120 


Luego: m4GO;0 = 360" — 90 — 120? =150* 
En el AGO|O trazamos O,H. 
GH =HO = ap, > GO = 2ap;» A Ex p 


a+b 
O 


ABCD es un trapecio donde BC // AD. 
Luego: m4BCD = 108? 


Trazamos las prolongaciones de AB y DC que se intersecan en 


el punto P. 

En el APBC: m4BCP =72* 
mZPBC = m4BAD 
mZPBC = 54 


Resolución: El APBC y APAD son isósceles 


En el APAD. 
X= ap; 


(a + aa +1) 


60 +30 /3 


(1) 


Por dato: eri 
a+b=3(V5 —1) 

En (1): 

315-980 


x=3cm 
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ÁREAS DE REGIONES 


TRIANGULARES 


CD CONCEPTOS PREVIOS 


Región plana cerrada. Es una porción de un plano limitado por una línea cerrada, la cual se denomina contorno 
o borde de dicha región. 
Área de una región plana. Es la medida de la extensión de dicha región. 


Observación Postulados 


Postulado 1 Postulado 2 Postulado 3 


Dos regiones congruentes | El área de una región plana es | El área de una región cuadrada 
tienen áreas iguales. igual a la suma de las áreas de | es igual al cuadrado de la 
todas sus regiones parciales. longitud de su lado. 


Ry 


Ry 


úl 
Donde A, y A, son las áreas de 


las regiones R, y R,. Se cumple: Si el MAABCD es una región 
SiR, =R,>A,=A, A¡=A, +A, +A, cuadrada, entonces: 
Ar. área total de la región plana. Á nagco =0? 


Donde A,, A, y A, son las áreas 
de las regiones parciales R,, R, 
y R,. se cumple: 


CD ÁREAS DE REGIONES TRIANGULARES 
El área de una región triangular es igual al semiproducto de la longitud de un lado y la altura relativa a dicho lado. 


Teoremas de las áreas triangulares 


Teorema 1 


Yo 
A C 
A o C 


b 
Asc = Pseno Anco= /P(P=aXP=BXP=0) 
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e Ce 


Sea r el inradio del A ABC 


: Del teorema 5 se cumple aná- : 
:  logamente para r, y F.. : 


Anc = (Pp — a)ra 
Anc = (P — O)r, 


: Teorema de Burlet ¿ 
: En el teorema 8, si O = 90” se : 
¿ tiene: : 


Teoremas adicionales para el cálculo de áreas de regiones triangulares 
1. Apartir de dos de los exradios de un triángulo y el ángulo determinado por los lados relativos a dichos exradios. 


or 


2. Apartir del inradio del triángulo, su exradio y el ángulo que se opone al lado relativo a la circunferencia exinscrita. 


B 
A 


Halla el área de un triangulo ABC recto en B cuyo inradio mide 3 u y cuyos exradios correspondientes a los 
catetos miden 5 u y 7 u. 


Resolución: 


Ejemplo: 


Por propiedad: 
mZB 
S= 14 dan (mo > ) 
€ S = 7(5)tan(45*) 
PAIS 5=35u 
A C 
Donde: r=3u;r,=7u;r,=5u 
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A ' CD RELACIONES ENTRE ÁREAS 


: 8 ¿ — Larazónentre las áreas de las regiones parciales determinadas por una ceviana interior en una región triangular, 
: :  esigual a la razón entre las longitudes de los segmentos parciales determinados por dicha ceviana en su lado 
: ¿ relativo. 
: y M Ñ E A 
: Si BM es mediana del AABC : ra 
¿ entonces: : ANBC 
, Asasm = Aamec E A N C 
] áj hb a —y b 
Teoremas 
Atención 1 E t 07 : .. . ed ] A o 
. En todo triángulo, al trazar las tres medianas, la región triangular se divide en seis regiones triangulares de 
igual área. 
B 
M N Si: AN, BP y CH son medianas del A ABC, entonces: 
A same = Ame = Arno = Agen = Áreno = Ascer 
A C 


2. En todo triángulo, al unir los puntos medios de sus tres lados, se forman cuatro regiones triangulares de 
igual área. 


Si M, N y P son puntos medios de AB, BC y AC, respectivamente, 


entonces: 
Anave = Anne = Aamen = Anpne 


3. Si dos triángulos tienen una de sus medidas angulares iguales, las áreas de sus regiones triangulares son 
proporcionales al producto de las longitudes de los lados que determinan dichos ángulos. 


B E Si: m4BAC = mZEDF, entonces: 
Anasc _ (AB)AC) 
Aaoer  (DE)(DF) 
¿4e co4 F 


4. Si uno de los ángulos interiores de un triángulo es suplementario con uno de los ángulos interiores de otro 
triángulo, entonces las áreas de sus regiones triangulares son proporcionales al producto de las longitudes 
de los lados que determinan dichos ángulos. 


B E Si: m4BCA + mZEDF = 180", entonces: 
Anasc _ (ACIABC) 
Aaoer  (ED)(DF) 
A COD F 


5. Si dos triángulos son semejantes, entonces las áreas de sus regiones triangulares son proporcionales a los 


Anas _ (BDI(BE) | 
Anragc (AB)(CB) > a 
A cuadrados de las longitudes de sus lados proporcionales. 


Si: AABC — ADEF, entonces: 


B E 
Anaso _ (ABÍ _ (BOY _ (ACY 
Arnet (FER (DE?  (FDY 
AD Acpá SF 


36 [ Intelectum 5.? 


Resolución: 


Piden: Argpn 
Para el AABC, como AM es mediana: 


AE nn = Angy = 13 cm' 


Siendo: Anagp + Argen = Amen 


Anep + Aro = 13 cm? 01) 
Además: 
Ansm _ AB _8 _8 
Anem BM 5 > Aygp = 5 Ansrn ...(2) 
Sustituyendo (2) en (1): 
Eon +Apmy=130m? > Bao = 13 cm? 
o Agpy =5 cm? 
Resolución: A 
PE 
o b —> 
Piden: Azac; 
Datos: 


l: incentro del DABC > | equidista de AB, BC y AC. 


Añagi+ Año =L 
Eg 


Factorizando: S (+0) =L... (1) 
Pero se sabe, por pitágoras: b? = a? + c? 


2 (p2 2 
Reemplazando en (1): * Ñ Lal (5) di 


Pero: Ara = z “An = VL 


Resolución: 
Ñ A 
Piden: ea 
ADBE 


Del gráfico: 

En B: m4DBE = 150* 

Del triangulo rectangulo: 

us 5 2. (1) 
Del Teorema 1: 


As Ssent50" se (2) 


Dividiendo (1) y (2): 


ac 
Ange __ 02 _4ac_ 
ADE A 


Resolución: 
Como: AS //BKyAB 1BK=AB 1 AS 
Del gráfico: 


(AS)(AB) 
2 


Nos piden: Arsag = 


Desde O trazamos: OH LAB =AH=BH=3 
También: OB = 5, entonces: OH = 4 


En el trapecio SABK: OH = 28755 =>AS=25 


Reemplazamos: en (1) 
— (AS)(AB) _ (2,5)(6) 
2 2 


Asiá =7,5 cm? 
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Resolución: 


Resolución: 
Sea, R radio: 
Si:AO=0B=3=R=3 
Del gráfico: 
R= ON =3 
Aplicamos el teorema de Pitágoras en el 
ÍMOMN: 
+ 1?=3? 
h= 2/2 cm 


Nos piden Sung; 
MN (MO 
> Samus = AO) A 


> Same 


= 1042 - Zo? 


Resolución: 


Construimos otro cuadrado 
BCPT, tal que AEBT 


Por semejanza: 
IM ABC = MDPC (Caso ALA) 
=AB=PD=4m 


Como BC=TP=6m 
>=TD=6+4=10 


Nos piden: 


g- bh _ (ABITO) 
2 2 
_ (1014) 
A 


S=20m? 
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Aplicamos el teorema de Pitágoras, 
a=/é-9 

b= 40-25 

c= /P-64 

De la gráfica: a =b + cc 


Y04-9=yY02-25 +40 -64 


Resolviendo tenemos: 0? = 15 (1) 
2 

Piden: A, = Eya (2) 

Reemplazando (1) en (2): 

A, = 49 cl 


Resolución: 


De la gráfica: 


22 =A0=PO=5 


Por ángulos notables: 


mZPCO =mZ0CD= _9 


= mZAOP = 53* 


Piden: Ap asco =A 
Anasco =A + Annor + 2Añonc 


100=A+ 25 sensor E 2%3) 


100=A+ 10 +50 
>A=40m? 


CD DEFINICIÓN 


El área de una región cuadrangular convexa o no convexa es igual al semiproducto de las longitudes de las 
diagonales por el seno de la medida del ángulo determinado por dichas diagonales. 


Región cuadrangular convexa Región cuadrangular no convexa 


Observación 


d, y d,: longitudes de las diagonales del SABCD. — | d, y d,: longitudes de las diagonales del AABCD. 
a. y 0: medida de los ángulos determinados por las | a y 9: medida de los ángulos determinados por las 
diagonales del MABCD. diagonales del A—ABCD. 


Entonces: Entonces: 


d, d dy d 
Anasco = sena. Anaco = sena 


Otras fórmulas para calcular el área de regiones cuadrangulares 


Axasco = Y (P— a) Mp —b)(p — c)(p — d) 


Anasco = (a — C)r, = (d — b)r, 


Anasco = Y abcd 
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Observación 
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CD) RELACIÓN DE ÁREAS DE REGIONES CUADRANGULARES 


1. En el MDABCD, M, N, P y Q son puntos medios de AB, BC, CD y DA, respectivamente. Se cumple: 


Azasco 


Amro > 


Además, /MNPQ es un paralelogramo 


2. En el cuadrilátero ABCD, se cumple: 
B 


A/A¿=AA, 


¿dl 


3. En una región trapecial, se cumple: 


A=4/BC 


También se cumple: 


Asasco = (18 +/C y 


4. En la región paralelográmica ABCD, P es un punto de BC, se cumple: 


B Pp C 
A D 'AAPD 2 


5. En la región paralelogramica ABCD, P es un punto interior, se cumple: 


B — Cc 
A 
Y. A Anagp + Áacro= a 


6. En la región paralelogramica ABCD, P es un punto exterior, se cumple: 


B C 
j A 
A D 


EP Los lados no paralelos y la base menor de un trapecio isósceles 
son congruentes entre sí y miden 10 m. Si la base mayor mide 22 m, 
el área de la región trapecial es: 


B 10 Cc 


10 10 


A 
| 22 


Nos piden: Á 28co 

Según el gráfico: n =6 

Luego: h? = 10? — n? = 10? — 6? 
h=8 


Á casco 152 


A sagco = 128 m' 


2) En la figura M y N son puntos medios de AB yAD, respectivamente. 
Los lados del rectángulo ABCD miden: AB = 8 cm y AD = 12 cm. 
Halla el área de la región cuadrangular NPOQ. 


Piden: Aznpo0 
Del gráfico: A-wp00 = Aanoo + Aaneo ««.(1) 


Siendo: Auygo = Pano - 9) = Ano = 6 om? (2) 


Para el Arnoo debemos hallar previamente EQ. 
De la semejanza de los triángulos NOQ y CQD: 


EQ_0N__EQ _4_Eo=> 


QF DC” 6-EQ 8 


_ (ONXEQ) _ 4(2) _a 
2 2 


Luego: Aanoa ano0 =4 cm? «(3 


— 


Finalmente, con (2) y (3) en (1): 


Aa = 60m +4 cm? 
Anneoa = 10 cm 


3) Un trapecio rectángulo tiene bases de 6 y 4 cm. Si el segmento 


que une los puntos medios de las bases mide 3 cm, ¿cuál es el 
área del trapecio? 


=S =(54)2/2 =10/Z cm? 


ED Calcula el área de la región cuadrada RTPQ, 


si AB =BC = 342 m 


B 
Q 30" 
Pp 
R 
A 7 C 
Piden: área de la región cuadrada RTPQ. 
B 
Q/30* a 
a 
he 
R o 
a 30 a 
75* To? “TOS 
A Í Cc 


En el JÁPQB notable de 30* y 60* 
Si PQ = a, entonces BP = 2a 


En el ATPC i¡sósceles: 


PT=PC=a 

Luego: BC=3a = 3/2 
>=a= /2m 

Entonces: 


Aoriro= (12) =2m 


[5 ) Del gráfico, calcula el área de la región sombreada, si el área de 


la región paralelográmica ABCD es k, M y N son puntos medios. 


B M C 
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Piden: A emu 
Datos: Azagco = K 


Del gráfico: EMFN es un paralelogramo. 


Donde: Aagm = Acasoo 
Asasmn = > 
Además: Arne = Acasn SÉ z 


Finalmente: Aena = 2A nm 


k 
 Acemen = Y 


[E3) Siendo ABCD un paralelogramo, calcula el área de la región 


QRND, si MN // BC y PQ // AB. 


Por propiedad: a +b+12=a+b+A, 
>A, = 12 m? 


En la figura, ABCD es un rombo, P punto medio de BC, AP =9m 
y DP = 13 m. Halla el área de la región rombal. 


Nos piden: A. asco 
Sabemos que: Aoagco = 2(Apnpo) .-.(1) 
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En el AAPD, trazamos la mediana PM. 
Luego PM //AB y PM =AB =AD=a. 
Por el teorema de la mediana en dicho triángulo: 


2 
24 =P 182 a= 10 


Por el teorema de Herón para el A, »pp, hallamos previamente: 


p= 211710 -16 


Entonces: Arapp = y 1616 — 9)(16 — 13)(16 — 10) 
Apo = 124/14 cm? 


Sustituyendo en (1): Aoagco = 2414 cm? 


(8) En un trapecio ABCD, de bases BC y AD, (BC < AD), se toman 


M y N puntos medios de AB y CD, respectivamente, MC y NB se 
cortan en P, MD y AN se intersecan en Q. Si: Aygpe = 10 cm? y 
Ao tome Halle: Ana 


B c 
E 
M N 
ZA, ú Ar Y 
A D 


Piden: Amena 


Al trazar MN, en el trapecio MBCN. 

Sabemos que: Aryer =Aancr = Ay 

En el trapecio AMND: 

Asma = Aanoo = Az 

Además, para el trapecio ABCD: 2(A,cun) = Anarco 


Con el gráfico: 
2(A, +A) + Azupna) = 2Ay + 24) + Angpc + Aruena + Anaco 


De donde, al cancelar A, y A): 
Aramena = Ángpc + Áraoo 
ano = 2:c 


ÁREAS DE REGIONES 
E CIRCULARES 


() CÍRCULO 


El círculo es una región cuyo contorno es una circunferencia y su área es igual al producto del número pi (1) por 
el cuadrado del radio de dicho círculo. 


Observación 


Circunferencia 


Círculo A 
qn A¿=TR 


Donde: r =3,141516... 


CD SECTOR CIRCULAR 


Es aquella porción del círculo comprendido por el ángulo central y el arco correspondiente. Su área es igual al 
semiproducto de la longitud del arco del sector y el radio de ella. 


IR _ 07R? 
Aguos = 27 —="3gg' 
Donde: lí es la longitud del arco AB. 


(D SEGMENTO CIRCULAR 
Es aquella porción del círculo limitado por una cuerda y su correspondiente arco. 


Mes 9R? _ R?seng 
28 360- 2 


Donde: 0 < 8 < 180”. 


CD CORONA CIRCULAR 
Es aquella porción de círculo, limitada por dos circunferencias concéntricas. 


A=1R?-ar (6 a HCDF 
4 
D Donde: 
C res radio del círculo menor. 
R es radio del círculo mayor. 


CD TRAPECIO CIRCULAR 


Es aquella porción de una corona circular limitada por dos segmentos de radio de dichas circunferencias 
concéntricas y dos arcos. 


Acaso = AR = 1?) 


Donde: 
r y R son radios de las circunferencias 
concentricas 
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CD FAJA CIRCULAR 
Recuerda Es aquella porción de círculo limitada por dos cuerdas paralelas y los arcos entre dichas cuerdas. 


D E 
1 
Anogc = Ra A re +0)+ y (seno + sena ) 
B C 


Teorema 
Se cumple: 
7 
ds A¿=A, +A, 
AA As 
ne ea ES 
Cp) LÚNULA 


Es una región no convexa limitada por dos arcos de circunferencias secantes de diferentes centros. 


Lúnula 


Axeco =Ay +A, +Az+ As 
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E En la figura adjunta se tiene un cuarto de círculo con centro O 
y un semicírculo de diámetro AB. Demuestra que las regiones 
triangular AOB y lunular AMB, son equivalentes. 


A M 
> 
g 
0 ; B 
Del gráfico: 
Asaos HAs =Apaos 
2 2 
Le = ME 
FM 7 
30 8 
=M_E 
>A, = > 
A +A =n (5) 3 (-5)+a,= 20 
, O EC 
Ay +A) = Y E 
>= 7 =Asaos 


S = Srusco — So 
S = (8) — ní4) 
S = 64 — 161 

S = 16(4 — 1) 


ES Halla el área de la región sombreada. 
B 8cm C 


Sx 


S, = Siuco — Shane 


n(8 8(8 
ym = E 2 
> S, = 16n — 32 = 16(n — 2) cm? 


Piden: Spaco = 


| 4) En la figura mostrada, AO = OB = 6 m. Calcula el área de la 


región sombreada. 


A 


A 
10) 3 H B 
Piden: A, =AOY — An Además: 
Por dato: R=6m _ (OH)(AH) 
16? (60) [49 


Entonces: Ao = 


360” 


A<=86nm? 


An = Aa) = 4,5 43m 
Finalmente: A, = (6r — 4,5 43) m? 


[5 ) La figura muestra dos circunferencias de centro O. AB es una 
cuerda de la mayor, tangente a la menor. Halla el área de la 
corona en función de AB. 


a. 


Se tiene: 
5 TR Ason = UR?) (1) 
En el MOMB: R? — r? = MB? 
Siendo: MB = AB. 
2 
SR-R= A 
Sustituyendo (2) en (1): Avorona = FAB? 


6) En la figura adjunta, AH, HB y AB son diámetros y CH es 
perpendicular a AB. Halla el área de la región sombreada en 


función de CH. 
(E 
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Por diferencia, el área A será: 
A= Ac Ac Acme 
Expresamos la áreas semicirculares en función de los diámetros 


AH, HB y AB, donde: AB = AH + HB 

Aa= MAB"_nAH? _ HB? 
8 8 8 

A= AB? —(AH? + HB?)] 


A= AH + HB) — (AH? + HB3] 


De donde: A = Sy (AH)(HB) (1) 
Además por relaciones métricas sabemos que: 
(AH)(HB) = CH? ...(2) 


Reemplazando (2) en (1): A = 0H 


ED Los vértices de un hexágono regular son los centros de seis 
circunferencias iguales y tangentes (según muestra la figura). 
Hallar el área de la región sombreada en función del lado a del 
hexágono. 


a 


a 


Sy 


El área de la región sombreada es igual a la del hexágono, menos 
los seis sectores. Cada sector tiene radio a/2 y ángulo central 
120”. El área de cada sector es: 

_ 120r/a?_ na 
ABS 360” (7) 
Luego: 

Asombreada == Ahexágono NN SAn 


2 
Armenia > 52 Y3 5 012) 


2 
Aetitad 5 53 _ 1.) 


E» Halla el área de una zona del círculo de radio R, sabiendo que las 
bases son los lados del triángulo equilátero y hexágono regular, 
inscritos, situados a un mismo lado del centro. 


Sea: AB = 0, y CD = 0, AB = 60" y CD = 120" 
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Luego: 
Asona => Asector cop” Asegmento AB Alángulo COD (1) 


Siendo: 


.._p2 2 
Asector COD = TS = e 
Asegmento AB Asector AO8 =— Alrángulo AOB 
=607R? _R?/3 _1R?_R?yY3 
360" 4 6 4 
RR El 
6 sen120 7 


Aliángulo cop — 


Al sustituir en (1): 
A. MR ES E an R2/3 
4 4 


zona 3 6 
Z 
“> Aona = — 


O Calcula el área de la región sombreada si AH = 4 y T es punto de 


tangencia. 


A H 0 C 


H y T son puntos tangencia: 

BO; bisectriz del 4 TBH > BH= BT 
OTIBC=BT=TC 

.. En el AHBC (Triangulo notable) 

2a +0. =90 => a = 30 

Enel ibOTC: 

OC =2(0T) >0C=2ryLC=r 
“.SIAO=0C=  4+r=r+r=r=4 
Por congruencia: 


A amp =Á aper = ÁnroL 
>A,=A,=A, 
+. Trasladamos A, hacia A, 


La nueva área sombreada será: 
A =A 


sombreada Trapecio circular BPCL 


Momia = - r(2r) = r) =ué 


. Alomitada = 16r 


UNIDAD 3 
D o RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO 


CD PLANOS 


La idea de plano es el de una superficie plana e ilimitada. Generalmente un plano en el espacio Se representa ¡erre y Nota | 
por medio de un paralelogramo y se denota con una sola letra. : : 


También se puede representar: E : 
Za : 
LO/ 7  á » IP E » 0 E Si A y B pertenecen al plano 


¿  “P”; entonces la recta está 
(se lee plano Q) ¿contenida en “P”. 


Postulados para determinar un plano : 
: g : 


* Tres puntos no colineales determinan un plano. | + Dos rectas que se intersecan determinan un plano. 


Notación: TQ 


“Q”: no es un plano. 


La An L - (0) e errar oros aro r rro rora rro cora nao e 
L, La cop 


pe] 
(A; B; C) COP 


+ Una recta y un punto exterior a ella determinan | + Dos rectas paralelas determinan un plano. 
un plano. 


JE] 


Recuerda 


AEOPAL COP 


CD POSICIONES RELATIVAS ENTRE RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO 
1. Entre rectas 


Rectas secantes Rectas alabeadas 


L,nL,=(0) 
L y la son rectas secantes 
eL ear 


MCOPANE DP 


2. Entre recta y plano 


Recta contenida en el plano Recta secante al plano Recta paralela al plano 
L, 

<td 

L, coP Ln aP=(0) LnoP=9;L/L; 
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Rectas y planos perpendiculares 
Una recta es perpendicular a un plano si es perpendicular a toda recta contenida en el plano. 


cos 
Ángulos entre rectas 
: alabeadas 


m/L, ARI, 


Lnor=(0) ¡ Criterio: 
: ¿ Si una recta es perpendicular a dos rectas secantes contenidas en un plano, dicha recta es perpendicular al 
: Para hallar el ángulo entre las ¿ plano. 


: rectas (L, y Lo) alabeadas 

: Trazamos por “O” una recta 

paralela a L, (La). 

: 6: medida del ángulo entre 
L, y La 


Teorema de las tres perpendiculares 


3. Entre planos 


Observación 


Planos paralelos 
Planos secantes 


Teoremas en los planos paralelos 


* Teorema de Thales * Teorema de las paralelas 


0P//10;M=09SN0P:f=0S8nN 10 


HH _ KK 
H2H3  KoKg3 m/ñ 
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(D PROYECCIONES EN EL ESPACIO 


1. Proyección ortogonal de un punto sobre el plano 
Es el pie de la perpendicular trazada desde un punto al plano. 


PP¿: proyectante 
Po: proyección de P sobre el plano H 


y H: plano de proyección 
Y 


3 : Un semiplano es cada una 

2. Proyección ortogonal de una recta sobre el plano ; de las partes en que queda 

Es el conjunto de puntos de las proyecciones ortogonales de todos los puntos de la recta sobre cierto plano de ¿ dividido un plano por una de 
proyección. 


: sus rectas. 


Observación 


m: proyección de Ly sobre 7P N: proyección de L sobre IQ 


CD) ÁNGULO DIEDRO 


Es la figura formada por dos semiplanos que tienen en común una recta llamada arista. 


Elementos: 

+ Caras:AyB 

+ Arista: L 
Notación: _ 
Ángulo diedro A - L - B 


Medida del ángulo diedro 


Es la medida del ángulo formado por dos rayos perpendiculares a la arista en uno de sus puntos; cada uno de 
los rayos contenidos en planos diferentes. 


Observación 


uo entre un 


o.: medida del ángulo diedro 


Ángulo entre una recta y un plano 
Es aquel ángulo que se forma entre la recta y su proyección sobre dicho plano. 


T: proyección de L sobre 7P 
9: medida del ángulo entre L y IP 
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3) Proyección de regiones planas en el espacio 
En general, el área de la proyección de una región plana sobre un plano es igual al producto del área de 
dicha región y el coseno de la medida del ángulo diedro determinado por el plano de la región y el plano de la 


A E ioyección: 


: Clasificación de ángulos 
; triedros: 


A: área de la región plana 
A,: área proyectada sobre IM 
6: medida del ángulo diedro M - L-N 


: Por el número de caras rectas ; 


< be 


: Unirrectángulo Birrectángulo ¿ 


ÁNGULO TRIEDRO 
Es aquel ángulo poliedro que se determina por tres rayos concurrentes entre sí dos a dos. 


Elementos: 

Medidas de las caras: a, b, c 
Medidas de los diedros: a, f3, O 
Notación: 

Ángulo triedro O-ABC 


Trirrectángulo 


: Por comparación de la medida : 
: de sus caras: : 


Propiedades de los ángulos triedros 


Escaleno Isósceles : 
¿  * La suma de los valores de sus caras: | O<a+b+c<360* 
> : + La suma de sus ángulos diedros: 180” <a +P +0 <540* 


* El valor de una cara es menor que la suma de las otras dos pero mayor que la diferencia de las mismas. 


Equilátero 


b-c<a<b+c 


a-c<b<a+c 
a-b<c<a+b 


(D EFECTUAR 


En los siguientes casos calcula el valor de x. 


EH = 12; EF CP; 


EF 1 AB;EH 1Q 


EF =30; EF CP; 
EF LAB:EHLAQ 
Medida del diedro: P-AB-Q = 532 


HE LAB; HECQ:; 
HF LAB; EF LP 
Medida del diedro: P-AB-Q = 53? 


Medida del diedro: P-AB-Q=60* 


Q B 
EZ 843 
Diedro AB: 37*; AAQB, 
equilátero, contenido en H 
PQ 1 H;0F LAB 


Q 4 
ZA B 
AAEB; AE = EB; m4AEB = 90%; 
AAEB CH; EF 1H; EQ LAB 
Diedro AB: 45? 


EH CQ; HF CP;EH LAB 
RE= 1% ni? =9 
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Problemas resueltos 


Resolución: 


Prolongamos HO hasta P: 
HP LAB y AP =PB= > 


Teorema de las tres perpendiculares: 
SiEB 1 /ABCD y BP 1 PH 
> EP 1PH 
EP es altura del AEOH. Luego: 
is = La 
Aagon= 7 (OH)(EP) = 5 ( > )(EP) .-.(1) 


En el MEBP: EP? = EB? + BP? > EP? = a? + (2) 


EP= 545 (2) 

Reemplazamos (2) en (1): Angon = UNES ) 
2 

“- Angon= cial 


Resolución: 


Piden: PM = x 

Del gráfico: PB =PC= 5 

Luego el ln PAC es notable 37? y 53? 
=> AC=3 

En el IBAMC por teorema de Pitágoras: 
AM=y/7 


Ahora como: AP 1 7Q y AM 1 BC 


= por el teorema de las tres perpendiculares: 
PM 1 BC 
Finalmente en el MPMC (Teorema de pitágoras): 
2 2_p2 
xX+42 =5 
xé =23 
so Xx= 4423 


Resolución: 


Por el dato la medida del diedro AB es 37? 
= m4MOH = 37? 


Los triángulos rectángulos ONM y OHM son congruentes (Caso LLA), 
entonces: m4NOM = m.MOH = 37*/2 
Piden la distancia de M a AB: MO =x 


Del IxMHO notable de 37*/2: 
MO = (MH) 10 = (2) 410 
.x=24/10 


Resolución: 


Los triángulos rectángulos OAB, OAC y BAC son notables e isós- 
celes. 

Entonces en el MOAB: 

SiOA=a = AB=a 

-. OB =aV2 


El mismo análisis se realiza para los MOAC y BAC. 
Por lo tanto: 0 = 60? 
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Resolución: 


Por el teorema de las 3 perpendiculares: 
AO 1 0H 
0B 1 BC 
Enel hAOB: 
AB= V5*42* = /29 
En el hABC: 

e =6 + (420 / 

x= 4/65 


| 45180 


Resolución: 


Por dato, el plano P y el plano Q son paralelos. 
Piden la distancia entre los planos P y Q (AB). 


Del gráfico: el MABC es notable de 30? y 60”. 


= AC_30 
=AB=5%=5 


- AB=15m 


Resolución: 
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Dato: 

a +b2+0?=72 
Del gráfico: 
a2=m?+p% b?=m 
Sumando estas expresiones, se tiene: 


Pan + p? 


al=m + p? 
b? =m + n? | (+) 
em + p? 


E 


al + b?+02=2(m 
a+b+c 
72. =2Am+n+p%) 
36 =m?+n? + p? 
AAA) 


Resolución: 


Veamos: 

Los triángulos OAB y OAC son notables de 37* y 53* 
MOAB = AB=9 y OB= 15 

ÍMOAC = AC=9 y OC=15 

Luego: 

BOC: equilátero = BC = 15 

Sea: AH=a 


En el BAH, aplicamos el teorema de Pitágoras: 


POLTEDROS 


CD DEFINICIÓN 
Es una región del espacio limitada por regiones poligonales planas las cuales se denominan caras del poliedro. 


Elementos G 
Vértices: A; B; C;D;... 
Aristas: AB; BC; GF; e 
Caras: AJK, ABFK, CDHG; ... 
Diagonal de una cara: GK 


Observación 


Diagonal de poliedro: EG 


Poliedro convexo y no convexo (cóncavo) 
Un poliedro es convexo cuando todas las secciones planas que se determinan son convexas; por otro lado, un 
poliedro será no convexo cuando no todas sus secciones planas son convexas. 


Sección plana B=3 Sección plana 


Plano secante 


Plano secante 
Poliedro convexo Poliedro no convexo 


CD) TEOREMAS PARA POLIEDROS 


1. En todo poliedro convexo, el número de caras aumentado en el número de vértices es igual al número de 
aristas más dos. Se conoce como teorema de Euler. 


C: n.? de caras 


C+V=A+2 V: n.? de vértices 


A: n.? de aristas 


2. Para todo poliedro, la suma de las medidas de los ángulos internos de todas sus caras es: 


no BOU —2) Sm.caras: SUMa de medidas de los ángulos 
mZcaras internos de todas sus caras 


3. En todo poliedro cuyas caras tienen igual número de lados, el número de aristas es igual al semiproducto del 
número de caras con el número de lados de una cara. 


A: n.? de aristas 
Cn 
A= > C: n.? de caras 
n: n.? de lados de una cara 
4. En todo poliedro, el número de diagonales es igual al valor de la combinación del número de vértices del 


poliedro tomados de dos en dos, menos el número de aristas y menos la suma de los números de diagonales 
de todas las caras de dicho poliedro. 


NDp: n.? de diagonales del poliedro 


NDe= CY AND A: n.? de aristas 
ls A NDearas: Suma de los números de diagonales 


Cr n.* de vértices tomados de dos en dos 
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| Nota RN .. 5. Si un poliedro presenta k+, k>, Kz, ... k¡ caras de l+, |), ly; ... l¡ lados, respectivamente, entonces el número de 
: ¿ aristas será igual a: 

: El número de vértices 

: tomados de dos en dos es 
: igual a: 


Ky l, + Kal) + A Kil; 


> A: números de aristas 


A 


Y VI 
E (V-2)121 


CD) POLIEDROS REGULARES 


Ms ¿ Son poliedros cuyas caras son regiones poligonales regulares congruentes entre sí y que en cada vértice 
CATARINA ROPA EII Ls concurren el mismo número de aristas. 


Tetraedro regular 
Atención 


n.? caras : 4 
n. aristas : 6 
n.? vértices : 4 
G : baricentro 


Medidas 


n.? caras : 6 
n.? aristas : 12 
n.? vértices : 8 


Recuerda 
Medidas 


n.? caras : 8 
n.? aristas : 12 
n.? vértices : 6 


Octaedro regular M — ABCD — N 
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Medidas 


Diagonal (d) 


Área total (Ar) 


Volumen (V) 


d=a/V2 


Dodecaedro regular 


Medidas 


Área total (Ar) 


Medidas 


Ay =2a? /3 


Las 
EA 


n.? caras: 12 
n.? aristas: 30 
n.? vértices: 20 


Apotema (aj) 


n.? caras: 20 
n. aristas: 30 
n.? vértices: 12 


(D POLIEDROS CONJUGADOS 


Son un par de poliedros regulares conjugados cuando el número de caras de uno de ellos es igual al número de 


vértices del otro. Todo poliedro puede ser inscrito en su conjugado. 


Un tetraedro regular dentro de otro tetraedro regular 


: El grado de desarrollo del 
: hexaedro regular es siete. 


+ 


: El grado de desarrollo para un : 
: octaedro regular es cinco. 


El 


: El grado de desarrollo del 
: dodecaedro regular es 19 en 
; este caso: 


: Enel caso mostrado, el 
: icosaedro tiene en grado de 
: desarrollo 11. 
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Un octaedro regular dentro de un hexaedro regular 


Atención 


b= 451045 +10) 


1. Halla el área del octaedro regular donde la 
distancia entre los centros de gravedad de dos 
caras opuestas que tienen un vértice común es a. 


Ejemplos: 


Observación 


Resolución: 

Sean G;, y G, los centros de gravedad de 2 caras 
opuestas; se forma el triángulo V¿MN, observe 
que este triángulo con el triángulo V¿G,G, son 
semejantes, por lo tanto: 


=0= 2 


eje 


2. En un tetraedro PQRS, el ángulo  diedro 
correspondiente a una arista PQ es recto y los 
ángulos QPR y QPS miden 45”, entonces el ángulo 
RPS mide: 


Resolución: 

Se observa que: 

DEPP: triángulo notable de 45% PF = EF =( 
IPFG: triángulo notable de 45? PF = FG = 1 

Se deduce que PG = 0/2 yPE=/0= V/2 
Además en MEFG: EG = 0/2 

Por lo tanto el AEGP es equilátero, luego el ángulo 
GPE mide 60*. 
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Un icosaedro regular dentro de un dodecaedro regular 


Un hexaedro regular dentro de un octaedro regular 


Un dodecaedro regular dentro de un icosaedro regular 


. Halla el área de la proyección de una cara de un 


tetraedro regular sobre otra cara si el área total es 
600 m?, 


Resolución: 
El área total del tetraedro = 02/3 


> 4/3 =600 = 0? = 800 , 2 - 200/3 
/3 


Como G es baricentro del AABC: GN = ON; 
pero CN = 543 


Luego: 

ET AT El 
ON=3(748)= 
Área del AAGB: 


Su. 4h 000/3/6 _ 2/3 
AAGB 77 7D 


2 
E Ad 50m? 


Problemas resueltos 


Resolución: 
Piden: n.* de caras = C > (0) en (1): 
Datos: A+2+A=28=A= 13 


Smzicaras = 18007 ...(2) Smzicaras = 960(V — 2) 
Se sabe: (teorema de Euler) | En (2): 360(V — 2) = 1800* 
C+V=A+2  ..(a) =>V=7 

En (a): C+7=13 +2 


Resolución: 


El dodecaedro regular está formado por 12 pentágonos 
regulares. La suma de las medidas de los ángulos en cada 
cara es 180%(n — 2) = 540%. Como son 12, entonces: 
(12)540* = 6480" 


Resolución: 
Para calcular el número de diagonales usamos: 
NDp = C5 —A—XED¿ (1) 
En un dodecaedro: V = 20; C =12;A = 30 
2201. _ 
=07 IED = 190 ... (01) 
El dodecaedro tiene 12 caras las cuales son pentágonos regulares, 
n=5 
n.* de diagonales = no = dl =5 


Pero como son 12 caras, se tendrán: 
12(5) = 60 diagonales 
Así: ED¿ = 60 (BP) 


Reemplazando (a) y (B) en (1): 


NDp = 190 — 30-60 = 100 ..NDp = 100 


a 


Resolución: 


x: medida del ángulo entre MD y AC 


Ley de cosenos: 
(a/3 Y =(a/3) +8? -2(a)(a/3)cosx > cosx = 8 
qe da arccos 43. 


Resolución: 

Del gráfico piden: OF 

Las diagonales de un octaedro regular son congruentes. (Esto es 
fácil demostrar). 


Entonces: 

10=08=2/2 
=- A 

OM = > 

En el AMOB: 


ES 


Resolución: B 
Sea ABCD el tetraedro. 

P: baricentro de ABD a a 
Q: baricentro de DBC 

APBQ — AMBN: 

PQ _ BP 

MN — BM 0 (11) 


Siendo: 
= 2 (Propiedad del baricentro) 


wm|w 


Resolución: 
Sabemos que las áreas totales son iguales: 


> Y 


Ap =2a2/3 


=b2/3 
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bp?/3 =2a?/3 
> b2/3 =2.42/3 =b=4/2 


Resolución: 


1. paso: tenemos: 


160 80 y 8(AyO) 
V+A=50 


Del teorema de Euler: 
C+V=A+2 aca” 


16+V=A+2 V+A=50 
A-V=14 
2.? paso: del 5.” teorema: 

8 
A= KI, + Kol + K3l3 XA 

2 

8=- 

32 = 8(4) +x(8)+ (806) ¿4 


2 
> hay: 80, 44, 40 


3. paso: del 4.* teorema: 


ND, = 07 —A— ND£aras 


A=32 
V=18 


| 8 caras 
Ó 


= 2 diagonales 
A= 0 diagonales 


O = 5 diagonales 


ND,=CÍ% — 32 — 8(2) — 4(5) 
-.ND,= 153 — 68 = 85 


Resolución: 


Sean: 

C: n.? de caras 
V: n.? de vértices 
A: n.? de aristas 


Datos: 
5a 
Número y forma de sus caras4 4 A 
xÓ 
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C=9+x (1) 
SmzZcaras = 9760" 


Piden x 
A= KI, + Kol) + K3l3 
2 
A= M0] 54)+ 5 42) 
Smzicaras = 360*(A — C) (3) 


Reemplazando (1) y (2) en (3): 


s760* = 000 (EA 
2 


(9+x) 


Resolviendo: x = 6 


Resolución: 
ND,; n.* de diagonales del poliedro 


ND,= C3—A — NDcaras ..L1) 


Como las caras son regiones triangulares: 


NDoaras = 0 
cv VL___ MV 1-2)! _ VV=1) 
2 2NV=D1 2ANV-D > 2 
Por teorema de Euler: 
A=C+V-2 
Reemplazando en (1): 
V(V-1 
ND, = VOD c+v=2)-0 (2) 
Del dato: 
Ne 
OS 2 


Luego reemplazando en (2): 


= MN (4 -2) 
ND,==5 y A V—2 


-.ND¿=0 


CD SUPERFICIE PRISMÁTICA 


Es aquella superficie que se genera por el desplazamiento de una recta secante a un plano y que se mantiene 
paralela a su posición inicial; dicha recta se desplaza por una línea poligonal no secante a sí misma contenida 


en el plano. 


Elementos 

* Directriz 
Es la línea poligonal que dirige el desplazamiento de la recta 
secante. 


*-  Generatriz 
Es la recta secante que se desplaza paralela a sí misma. 


+ Cara 
Conjunto de todas las generatrices que contienen los puntos 
de un lado de la línea poligonal. 


CD PRISMA 


Es aquel sólido limitado por una superficie prismática cerrada y 2 planos paralelos entre sí y secantes a dicha 
superficie prismática. A las dos caras paralelas y congruentes se las denomina bases; las otras caras son 


denominadas caras laterales. 


Sección recta 


básica pa * Altura (H) 
Altura 5 ; Distancia entre las dos bases. 
A al Arista 


Y lateral - Sección recta (SR) 
Sección determinada por un plano perpendicular 
y secante a las aristas laterales. 


Prisma recto 
Es aquel prisma cuyas aristas laterales son perpendiculares a las bases. 


h : altura 
a, : arista lateral 


Apase: área de la base 
As r.: área de la sección recta 


A, =2pa 
L= epaL Aj =AL + 2Apase V =Apaseál 
2p: perímetro de la base 


Observación 


: Se conoce como arista a la 
: generatriz que contiene un 
: vértice de la directriz. 
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: Romboedro 

: Es aquel paralelepipedo 
¿ cuyas caras son regiones 
: rombales. 


Recuerda 


El paralelepípedo rectangular 
es también llamado rectoedro 
u ortoedro. 
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Prisma oblicuo 
Son los prismas donde las aristas no son perpendiculares a las bases. 


ABase > As, R. 


Medidas 


A, =2PsgaL 
2Psr : perímetro de la sección 
recta. 


V = Aspa, = Apaseh 


CD) PARALELEPÍPEDO 
Es aquel prisma cuyas bases y caras son regiones paralelográmicas. 


Paralelepipedo rectangular 


* Área de la superficie lateral (A,) 
A, =2a(b +0) 


« Volumen (V) 
V = abc 


* Diagonal (d) 


d=a?+b? +0? 


(D TRONCO DE PRISMA 
Es aquella porción de prisma comprendida entre una base y un plano no paralelo a ella que interseca a todas 
las aristas laterales. 


Tronco de prisma triangular recto | Tronco de prisma triangular oblicuo 


Volumen (V) Volumen (V) 
V= (Argo) (+2) V=(Arc) (Pu) V=AsA[ EEES) 
Ange : área de la sección recta. Arge: área de la base. Agp: áreadelasecciónrecta. 


Resolución: 


Dato: 
As _ 3AsL ms (1) 


2 
Pero Agr =2x (LB) Pl 


=Agr =48V2 +Ag, ... (2) 
De (1) y (2): 2Ag, = 4843 


Ag, =244/3 
=— 
6(4h) =244/3 
=h=43 
Luego el volumen: 
V =(Apase)h => V =6(44/3)43 METE 


Resolución: 
Dato: 
ab = 16 m? 
V =Abase h 

— (524 
Ye ( - p 
V = 10ab 
V =10(16) 
o. V=160 m 


Resolución: 


Consideremos el prisma de la figura, donde la cara lateral ABCD 
tiene área 5 cm, según enunciado. PQ = 10 cm, es la distancia 
de la arista EF al plano ABCD. PQ se encuentra en una sección 
recta del prisma, tal como MPR. 


Se tiene: Aagop =5 cm? 

=> ABXMR=5cm?  ..(1) 

El volumen del prisma: 

V = (AypeAB) > V = (MEZEO as) 


= + (ABXMR)PQ =V = H(Apgco)PO 


Con los datos: 


= (5110) +. V=250m* 


Resolución: 


Incógnita: V =? 
Del gráfico, hy, h» y hz son alturas del sólido. 


Además, por triángulo notable (30* y 607): 


m=343; ho =24V3 y hy = 543 
Cálculo del volumen: 


WE (Me Bes el área de la base. 


Por dato: B = 12; luego: 
V= 7V3+ 213 +513)12 -.V=244/3 


Resolución: 


El triángulo rectángulo AHB es de 30* y 60*. 
El cateto AH = 3/3 m por dato, luego la hipotenusa AB = 6 m. 
Para hallar la longitud del lado de la sección recta, utilizamos el 
dato: Aga = 244//3 m? 
Entonces: 22 /3 =24/3 
a=4 
El área de la superficie lateral: 
Ag, = 6a(AB) = 6(4)(6) = 144 
Ag, = 144 m? 
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Resolución: 


Diagonal (d) = 13 m 

De la figura por el teorema de 
Pitágoras: 

DF? =3? +42 =DF=5m 


E 


Además: 

n2=13-5>n=12 

Nos piden el área total del paralelepípedo: Agy 
Asy = 2(ab + bc + ac) 

Agr = 21(8)(4) + (812) + (412) 
“Agr=192 m? 


Resolución: 
a+r 

Por dato: 
(a — maja + r) = 480 
(a — r)(a)(a + r) = (6)(8)(10) ua 
(a — nla)la + r) = (8 — 2)(8)(8 + 2) 
=>a=8Ar=2 

3 a—-r 
En donde su área total = 432 m? 

1 
Además, la base cumple con el A ) d 
teorema de Pitágoras. pa 
= mZACB = mZDFE = 90* 16 
8)(6 
Vbrisma =Ábase A = y Jl L16=384 D j 
6 

8 

Mi 384 Hi 


Resolución: 
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Nos piden: Ag, 
Tenemos: 
Por dato: Vaso -EFQ 16/3 


2 
Ba 16/3 


0 


=a=4 En 
o 2 
2/3 +282/3 +22 ¡3 B 
> Ag, = 2a 3 +22 43 +2a a/2 a/2 
=4a2/3 +22? 


«Ag, =32(243 +1) 


Resolución: 


Piden Vorisma» SADemos 

Vorisma = S(20) 0) 

Dato 

La medida del ángulo que determina 

MN y PQ es 45" 

Se traza MM // QP —. m.ZM'MN = 45" 

Se nota M'M = M'N 

Se traza MP 

Entonces MP es perpendicular a la base, por lo cual MP 1 PN. 
En los triángulos rectángulos MM'N y MPN se aplica el teorema 
de Pitágoras 

(MN)? = (MM? + (MIN)? = (NP)? + (MP)? 


2 2 
(MN)? = £ 4 02, 4 +2=(2/+(20 


ao p- a (1) 


(1) en (11 


< 


CILINDRO 


CD SUPERFICIE CILÍNDRICA 


Dada una línea curva no secante a sí misma contenida en un plano; la superficie cilíndrica se genera mediante 
el desplazamiento de una recta secante a dicho plano por la línea curva y que se mantiene paralela a su 


posición inicial. 


Generatriz 


Directriz 


CD CILINDRO 


Elementos 

Directriz 

Es la línea curva plana por el cual se dirige el 
desplazamiento de la recta secante al plano. 


Generatriz 
Es la recta que se desplaza en forma paralela a sí 
misma. 


Es aquel sólido limitado por una superficie cilíndrica cerrada y por dos planos paralelos entre sí secantes a la 
superficie cilíndrica. A las secciones congruentes determinadas en los planos paralelos se les llama bases del 


cilindro. 


Sección 
Recta 


Plano perpendicular 
a las generatrices 


Volumen (V) 


Cilindro circular recto 


Altura (H) 
Distancia entre los planos paralelos. 


Sección recta (B) 
Sección determinada por un plano perpendicular a las 
generatrices. 


A: área de la base 
B: área de la sección recta 
g: longitud de la generatriz 


Es aquel cilindro cuyas bases son círculos y sus generatrices perpendiculares a las bases. También es 
denominado cilindro de revolución porque es generado por una región rectangular al girar una vuelta en torno 


a uno de sus lados 


NE 


Desarrollo de la superficie lateral de un cilindro recto 


g: longitud de la generatriz 
A: área de la base 

B: área de la sección recta 
A=B 


Es la región plana que se obtiene al desarrollar sobre un plano la superficie lateral de un cilindro. 


Círculo 


Área de la superficie lateral (A, ) 
A, = 2n1g 


Área de la superficie total (Ay) 
Ar = 2nr(g + r) 


Volumen (V) 
V=nrg 


Oservación 


a 


: Sección axial del cilindro 

¿ En todo cilindro circular recto 
: las secciones axiales son 

: regiones rectangulares entre 
281, 


Sección 
axial 
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Cilindro oblicuo de sección recta circular 


Observación 

Sección 
recta 
(círculo) 


Tronco de cilindro 


(generatrices y sección recta). 


Tronco de cilindro circular recto 


Anillo cilíndrico 


Atención 


Cuña cilíndrica 
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Son aquellos cilindros cuyas generatrices no son perpendiculares a las bases 


Área de la superficie lateral (A, ) 
A, = 2119 
r: radio de la sección recta 


Volumen (V) 

V=Ah o V=aríg 

A: área de la base 

r: radio de la sección recta 


Es aquella porción de cilindro limitado por una base y un plano secante a las generatrices y no paralela a dicha 
base. Los elementos como base y la superficie lateral conservan su definición además de otros elementos 


Volumen del tronco (V) 


+ 
V=R?0,0, = nr? (Qu 9) 
9 : generatriz mayor 
Om : generatriz menor 


R : radio de la sección recta y la base 


Área de la superficie lateral (A, ) 


AL = TR(Qm + 9m) 


Se denomina así al sólido que se genera cuando una región rectangular gira, respecto de una recta paralela a 
uno de sus lados y exterior a la región, una medida angular de 360”. 


Notación: 
Anillo AB-CD 


Área de la superficie lateral 
As... =2Th(R + r) 


Área de la superficie total 
As 7 =21(R + n(h + R-—r) 


Volumen a 
Vianilo) = HR” — F)h 


Se denomina así al sólido que se genera cuando una región rectangular gira, respecto de uno de sus lados, una 
medida angular menor de 360*. 


Notación: 
Cuña O4AB-O,DC 


Área de la superficie lateral 


As. =3 30" ah + 2rh 


Área de la superficie total 


Así = + ah + 2rh + 2 


180* 180* 
Volumen 


2 
Vicuña) =Abase(h) = ll 


Problemas resueltos 


Resolución: 
Sea r: radio de la base 
MOCE — IMEDA BO 0 Eo 
> Ls 8 Noaj8 cm 
9 2 E 
ESE 9 cm 
Así = Ag, + 2nr? ALÍ Sp 


Agr=2nt(CD) + 211? 
Agr =216(17) + 21. 6? 
- Agp= 2761 cm? 


Resolución: 


355 cm ns Variación d=2r 
- T 8=2r 


Inicio =r=4cm 
l 


Trozo 
metálico 


La variación es debido al trozo, su volumen es: 
V=1Xx4x35 
:.V= 176 cm? (apróx.) 


Resolución: 


Observamos en la figura que la sección es un rectángulo cuya 
región tiene por área: 


2rh = por dato: 2rh = S 

Sabemos que el área lateral del cilindro es: 
A, = (2mr)h = x(2rh) 

“Aj =18 


Resolución: 


Se observa que el radio de la base del cilindro inscrito es r, 
entonces el radio de la base del cilindro circunscrito es rV2.. 


Volúmenes: 

Del cilindro mayor = x(rW2 Y (2r) 
Del cilindro menor = r(m(2r) 
Diferencia de volúmenes (AV): 


AV=ñ(2%)/(21) — a(n*(2r) > AV= 2nr* 41) 
Dato: 
Vato=V +87 =V >= Y 
Reemplazando en (1): 
AV= 2n( 7) 
o AV= ae 


Resolución: 


a 78 


LA mu 
2 e] A 21 A 


Del gráfico, desarrollamos la superficie lateral a través de la 
generatriz AB. 


AA' =2n 
1? =24+(21=>1?=4+4m? 


.L=241+ m2 
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Resolución: 


Consumo diario: 5000 x 20 = 100 000 L= 100 m* 
Como el pozo debe tener una reserva del 25%, 
entonces: de (100 m?) =25m* 

El volumen total será: 

V = (100 + 25) = 125 m* 

Luego: (nr2)8r=125= ”= 5 


iS 


5 
2 


Resolución: 

En la base: 
43 

>R=% + (1) 

Piden: 

A 

Y» Rh R? 
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Y? 
e 


Reemplazando (1) en (2): 


pee) 


2) 


Resolución: 


En el AAOSB, por el teorema de la mediana: 


2 
9 +13 =29R? + 0 


250 = 10R? 
25=R?>R=5 


En el AO¿BC, por el teorema de Herón: 


p= 13+5+2(5) 


2 =14 


h= E,/14(14 13) (14 5)(14 10) = £/504 


=h= 12/14 


Piden: el volumen del cilindro oblicuo (V) 
V= (Apase)h = (1R%)h 


e nop 1241) = 601/14 


-V=601 4/14 


Resolución: 

Piden: A, = 2n.rg 

Por dato: A= ar( 3) > nrg =2A 
=> A= 2nrg = 2(2A) 

¿A =4A 


CD SUPERFICIE PIRAMIDAL 


Se denomina superficie piramidal a la que es generada por una recta que mantiene un punto fijo al desplazarse 
sobre una línea poligonal llamada directriz. 


Elementos 
Vértice , ss 
NE Vértice: punto fijo por el cual concurren las 
Directriz generatrices. 
Directriz: línea poligonal por donde pasan las 
Generatriz generatrices. 


Generatriz: recta cuyo desplazamiento genera la 
superficie piramidal. 
CD PIRÁMIDE 


Sólido geométrico o región del espacio, limitado por una superficie piramidal y un plano secante a la superficie 
piramidal. 


< 
< 
Do 
= 
[e] 
o 


Arista 
lateral 


Vértice: es el vértice común de las caras laterales. 
Base: plano secante que no contiene al vértice. 
Altura (h): distancia del vértice al plano de la base. 


My 


Arista básica 
Pirámide: V - OPQRST 


Clasificación 
Pirámide regular. Es aquella pirámide cuya base es un polígono regular y sus caras laterales son triángulos 
isósceles congruentes entre sí. La altura de una pirámide regular cae en el centro de gravedad de la base. 


En una pirámide: V-ABCD donde: 
Ap: apotema de la pirámide. 

Ag; área de la base. 

p: semiperímetro de la base. 

ap: apotema de la base. 


Observación 


Atención 


: Una pirámide será triangular, 
: cuadrangular, pentagonal, 

: etc, dependiendo si su base 
¿ es un triángulo, cuadrado, 

: pentágono, etc, respectiva- 

¿ mente. 
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Atención 


Observación 


y 
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CD TEOREMA 


Si se interseca una pirámide cualquiera con un plano paralelo a su base se obtiene una pirámide parcial 
semejante a la pirámide total. 


0 


Las pirámides: 
O-MNF y O-ABC son semejantes 


Se cumple: Ame _ OM? _ 0N? _ OF? _h? 
A 7 2 712 
OM ON OF h Ac OA OB 0C” H 


OA 0B 0C H 


3 3 3 3 
On = QM - ON - 0-1 vevolumen 
o-Aapc 0A% 0B% 0C?% H 


Tronco de pirámide regular 
Es el sólido que se determina al cortar una pirámide regular con un plano paralelo a su base. Sus caras laterales 
son trapecios isósceles congruentes y su altura (h) es el segmento que une los centros de las bases. 


Donde: 
A; : área de la base superior del tronco de pirámide. | Ap : apotema del tronco de pirámide. 


A) : área de la base inferior del tronco de pirámide. py; p2 : semiperímetros de las bases. 


AL = (py + pa) Ap Ap=A, +A; +A) V= 2]A, +A, + /A,A7] 


Tronco de pirámide irregular 
Es el sólido que se determina al cortar una pirámide irregular con un plano paralelo a su base. Sus caras 
laterales son trapecios escalenos. 


A, = 2 de las áreas de las caras laterales Ap=A, +A, +A) V= PLA, +A2+ /A/A)] 


Problemas resueltos 


De la figura: 
El AABC es equilátero, entonces: 
oH= 2% - ap 
6 
Del dato: 
Resolución: A, (pirámide) = A, (prisma) 
(aereo lapotema) La perímetro Jura) 
de la base de la base 


a Se tiene: h = 1,20 m 
Arista lateral: a = 1,30 m 


y 2 12 
Af 2 
2% _ 
ho+ 12 2h 
En el triángulo rectángulo PHA: 2 
h?+ 5 =4h? 
AH= /(1,3% - (1,2% = AH=0,5 m 
2 2 
1 2 2 a” = 36h 
Luego: A = 5(0,5) =0,125 m 
90: AxADH 7 ) a=6h=h=4 


Pero: a=36 =h=6 


Resolución: 


Resolución: 
Graficamos el enunciado: 


(1) V,= ZAgh 
En el triángulo rectángulo ABC: V,= 3h 
2_,2, 22 2 3 
=> = 2 
AC*=a"+a a : V, =3h 
Pero: a? =72 m?, entonces: 
AC? = 144, de donde AC = 12, luego HC = 6. a A 
Me (2) Vo= Las 
En el triángulo rectángulo VHC: 3 
mZHCV = 60%, luego m4HVC = 30", entonces: V,= ll Lar /3h 
34 
HO = 4b, de donde: b=12 m A 
4 Va = </3n 
Luego: 
4 _3.3_ 3/3 
Y 4/3 4 


Resolución: 


Resolución: 


Si la pirámide es cuadrangular regular, entonces la base es 
un cuadrado y las caras laterales son triángulos isósceles 
congruentes. 
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Graficamos: 


En el MVNM: 
vM? = 24? + 10? 
VM = 26 cm 


Área lateral (A, ): Área total (Ay): 
AL = (Pasco)(VM) Ar =AL +Apase 
A, = (40)(26) Ay = 1040 + 20? 
A, = 1040 cm? A = 1440 cm? 


Volumen (V): 
V= 3 (ArscoNVN) 
de 


V=> (202/24) 


V = 3200 cm? 


Resolución: 


Graficamos el sólido sabiendo que la base es un triángulo 


equilátero: 


A 


Por ser pirámide triangular regular: 
VC =VB = VA 
mZCVB = 60% =>VC =VB =BC 


Entonces, V-ABC es un tetraedro regular. 


Por fórmula del tetraedro regular: 


3 
Ms (aciiY2 72 m3 
12 
AC=6/2m 
Ay =(AC)?/3 


Ap=(6/2)/3 =724/3 m? 
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Resolución: 


En este tipo de problemas no interesa cuántos lados tenga la 
base, consideremos un tetraedro: 


Por ser sólidos equivalentes entonces: 
Vy-asc = Vac-neF = V 


Por sólidos semejantes: 


W-ABC = (2) 

W-oer 310 
E 
24 1000 


Resolución: 


Por dato: G es baricentro del ABVC 
=> VG = 2(GH) 
6 = 2(GH) = GH = 3 
En ell. VHC notable de 27: HC =3 
>a=3 
En el xVOH por el teorema de Pitágoras: 
h? + a? = (9) 
+ 32=81=h=6/2 
Piden: el volumen de la pirámide regular (V) 


V= L(Agh = 5(2a)(64/2) 


=V=822/2 =8(3)2/2 
..W=724/2 m? 


CONO 


CD SUPERFICIE CÓNICA 


Superficie generada por una recta denominada generatriz que se desplaza por un punto fijo y por todos los Observación 
puntos de una línea curva coplanar y no secante a sí misma, la cual también se denomina directriz. y y 


$7 Vértice 


(punto fijo) 


Generatriz 


Superficie cónica 
Directriz 


Atención 
Elementos Vértice: punto fijo y único vértice del cono. 
Directriz: línea curva por donde se desplaza la generatriz. 
Generatriz: recta limitada por el vértice y la directriz. 


(O) CONO 
Sólido geométrico o región del espacio limitado por una superficie cónica y un plano secante a sus generatrices 
que no contiene vértices. 


ya Vértice A 


Generatriz 
“TT TT 
Base 
Vértice: único vértice en el cono. 
Base: plano secante a las generatrices no tiene vértice. 


Generatriz: recta limitada por el plano secante y el vértice. 


Clasificación 
Cono oblicuo. Cono cuyo pie de altura no coincide con el centroide de su base. 


A 


3 La sección axial de un cono 
: recto siempre es un triángulo 
3 isósceles. 


Centroide 


Donde: 
B: área de la base. 
h: altura. 


Ag: área de la superficie lateral. 
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Atención 
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h: altura del tronco de cono (h) — hy). 
A y B: áreas de las bases. 


Cono recto. Cono cuyo pie de altura coincide con el centroide de la base. 


Centroide 
Centroide 


Cono de base Cono de base 
circular elíptica 


Donde: 
B: área de la base. 
h: altura. 


Ag: área de la superficie lateral. 


Desarrollo de un cono de revolución 


Donde: 
g: generatriz del cono. R: radio de la base del cono. 


h: altura del cono. Por Pitágoras : 


Tronco de cono 
Porción de cono comprendida entre la base del cono y la sección determinada por un plano secante, paralelo 


al plano de la base. 


0 

Base EN | 

superior P3x h, 

ml 

h, 

Base 
inferior 

Cc D 

Donde: Volumen (V) 


h 
Verronco de cono) — glA +B+ /AB) 


Semejanza de conos 
Si dos conos son generados por triángulos rectángulos semejantes que giran alrededor de los lados homólogos, 
dichos conos son semejantes. 


: Cuña cónica 


Se cumple: 
RZS_H YM_H_ GRA 
ro og oh Y PR gor 
R y r: radios. A: área de la base. V: volumen del cono. 


Teorema de tronco de cono de revolución 

En todo tronco de cono de revolución, al trazar un plano secante a su superficie lateral y paralelo a las bases, 
se determina un círculo cuyo radio se relaciona con las radios de las bases y las longitudes de los segmentos 
determinados en la generatriz del tronco de cono. 


Observación 


Si: 7P es paralelo a las bases. Donde: 
>, -an+bm a; b; x: radios de las circunferencia. 
n+m n=CM;m=MA 


Desarrollo de la superficie lateral del tronco de cono 


- 360 (1) 
Ap=Ig(R +1) +12 4 nr As =T9(R +1) p =360 
Ar. área total. Ag: área de la superficie PB: medida del ángulo 
lateral. del desarrollo. 
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Problemas resueltos 


Resolución: 


Un cono equilátero es aquel en el cual su sección axial es un 


triángulo equilátero. 


El AABGC es la sección axial del cono equilátero. 


Entonces: 
En el CRB notable (30? y 609): g=2R ah =RyV3 


Por dato: A, = 721. cm? 


TR. (9) = 721 
TR. (2R) =72n 
R?=36>R=6 


Piden el volumen del cono (V) : 
y-1R2.h_1R7.(R/3) 
a 3 


3 
3 3 
_ JR ñ ae - 723 


“Veono =7210/3 cm? 


Resolución: 
El AABC es la sección axial del cono. 
Por dato: m4ABC = 106" 

= mZABO = m4CBO = 537 


En el IXCOB notable (37* y 537): B_—- Vértice 


R =4k, h =3k y g = 5k 
Además: 


A, = 1807 m? 
Rg = 1801 m? 
r(4k)(5k) = 1807. A Cc 
20k* = 180 
k?=9 => k=3 
Entonces: R=12m,h=9myg=15m 
Piden: 
El área total (Ar): 
Ar =R(g +R) 
Ar=1 (12)(15 + 12) 
Ar = n(12)(27) = 3241 
Ap =324m m? 
El volumen del cono (V): 
y-1R2h 


3 
2 
v-O  432 


+ V= 4321 m' 
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Resolución: 


Si las bases son equivalentes, entonces tienen el mismo radio. 


Por semejanza de 
triángulos: 
H-hoH=4h 
“or 

El volumen del cilindro (V,): El volumen del cono (V.): 
V,=n. 0 H=wñ f (4h) e Drih 


V,=41 2h 0) 3 


Dividimos (1) y (11): 
YM _4réh_49 - Voñindro — 12 


Yo rrh Voono 1 
3 


Resolución: 


Vironco = ? 


3 
Veono total = 54 cm 


Como G es baricentro del AAEC: 


M2 

H 3 

Se tendrá: 

Vironco 0 Veono total — Veono parcial 

Vironco = 54 cm? = Veono parcial .. (1) 


Por otro lado, semejanza entre los conos: 
Voono parcial ( h J Voono parcial (5 J 
== > 3 = 3 
H 54 cm 
3 
Veono parcial 16 cm 


Veono total 


Reemplazando en (1): 
“+. Vironco = 38 cmé 


Resolución: 


La generatriz del cono mide igual que el radio del sector en el 
desarrollo de la superficie lateral. 


=9=15 
Ls = 210 55) 


E 216 
dre 201555") 
.r=9 


En el cono: 

h=9-4=15-%=h=12 

Finalmente, hallamos el volumen del cono: 
= Lts 

V=> rrzh qn (12) 

.V=324m cmé 


Resolución: 


Como el cono es equilátero, 
entonces: 


AE=EC=AC 
=> mZACE = 60% 
y m4MCO = m40OCE = 30” 


El volumen: 


V= +T(MO? EM 


V= hrlr/3 Yan 


e V=3né 


Resolución: 


A, = 1Rg (1) 
ÍXNMA — IACBA 

Y 

=> 9R=80 (2) 
Reemplazamos (2) en (1): 
A, = 801 m? 


Resolución: 


Piden: “tonco de cono — | (1) 
cilindro 


Según la figura MDHO — [MOBC: 

m= qa > 2m? = 3a? 

a  2m 

Luego: M = Y3 
9 a 7 

Entonces: m= /3k A a=y2k 


En el ix DHO: DH= /15k 
En el hh OBC: 0B= /10k 


Luego: 


Veilindro = n( 160) (2/2k) 
Vironco cono = Ole /31 + (3KY + (2/3kX/3k)] 


Reemplazamos en (1) y simplificamos: 
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ESFERA Y SÓLIDOS DE 
a MOMIATOÍ 


(D SUPERFICIE ESFÉRICA 


Se denomina superficie esférica al conjunto de todos los puntos que equidistan de un punto fijo del espacio, 
denominado centro. La distancia que equidista se le llama radio. 


” 


El eje de giro puede estar en 
diferentes posiciones. 


Circunferencia 
menor 


Circunferencia 
mayor 


Eje de giro 


70: plano secante a la esfera. 0 
LH: plano tangente a la esfera en el punto T (OT 1 7H). 


(D) ESFERA 
Sólido generado por un semicírculo al girar 360, en torno a su diámetro. 


[ Age=anR? = [ Age=anR? 


T 
Age: área de la superficie esférica 
: 4 
4, p3 
= em Gar] em Gar] 
Ve: volumen de la esfera 


Eje de giro 


Huso esférico y cuña esférica 
ON a Huso esférico. Porción de la superficie esférica comprendida entre dos planos secantes cuya arista pasa por 
==.- mm + el centro de la superficie esférica. 
¿Si te piden el huso esférico y  : 
¿ cuña esférica de una semies- : Cuña esférica. Porción de esfera limitada por un huso esférico y los planos que la determinan. 
:  fera solo debes dividir entre 
¿dos el valor de una esfera. 


: : Semicircunferencia a 
A O al generadora 
Eje de giro 
Donde: 


Ahg: área del uso esférico 
Ves: volumen de la cuña esférica 
o.: medida del ángulo de la cuña o ángulo de giro (en grados sexagesimales). 


Zona esférica y segmento esférico de dos bases 
Zona esférica. Es la porción de superficie esférica comprendida entre dos circunferencias determinadas por 
dos planos paralelos y secantes a la superficie esférica. 


Segmento esférico de dos bases. Es la porción de esfera comprendida entre dos planos paralelos entre sí y 
secantes a la esfera. 
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2 2 
Eje de giro Azg = 21Rh js nh? ¿$ h MA h 


Ag: área de la zona 
esférica 


Vsgg: volumen del segmento 
esférico de dos bases 
h: distancia entre los planos 
paralelos 


Casquete esférico 
Es una zona esférica en la cual un extremo generador está ubicado en el eje de giro. 


360? eS 
se dá : E Mg 
pd R l - Ace = 2 Rh 
iO ' 
1 1 2 

A Ace = TAB) 
Arco pa <> . a 
generador Ea A Acg: área del casquete esférico 

Eje de giro 
Sector esférico 


Es aquel sólido generado por un sector circular al girar 360* en torno a un diámetro del círculo correspondiente, 
estando el sector en un mismo semiplano respecto del eje de giro. 


Ve= ZARh 


h: longitud de la proyección ortogonal del arco AB 
sobre el eje de giro. 


Vgg: volumen del sector esférico 


Eje de giro 


Anillo esférico 
Es el sólido generado por un segmento circular al girar 360? en torno a un diámetro del círculo correspondiente, 
estando el segmento circular en un mismo semiplano respecto al eje de giro. 


Sector circular 
generador 
h: longitud de la proyección ortogonal del arco 


AB sobre el eje de giro 
a: longitud de la cuerda AB 
Vag: Volumen del anillo esférico 


Eje de giro 


CD TEOREMA DE PAPPUS - GULDIN 

Superficie de revolución; el área de la superficie generada por una línea plana al girar 360? en torno a una 
recta coplanar y no secante a dicha línea es igual al producto de la longitud de la línea y de la longitud de la 
circunferencia que describe su centroide, 


Atención 
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Observación 


El anillo esférico se puede 
hallar (el volumen) restando 
el segmento esferico de dos 
bases menos el tronco del 
cono de revolución. 


: Centro de gravedad de A 
: algunas figuras geométricas : 
¿ conocidas E 


: Triángulo 


Cuarto de Semi- : 
: circunferencia circunferencia : 


Arco de Sector 
circunferencia circular 


a : 
2Rsen0/30 : 
0 E 


E 
y 


Trapecio 


S ende 


B+b 
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Corte de la superficie 
generada 


Asc = L(21x) 


Agg: área de la superficie generada 

L: longitud de la línea AB 

C: centroide o centro de gravedad de la línea AB 

x: radio de la circunferencia descrita por el centroide 


360" 
A 
Cx 
B 


Sólido de revolución; generado por una región plana al girar 360* en tomo a una recta coplanar y no secante 
a dicha región es igual al valor del área de la región multiplicado por la longitud de la circunferencia que describe 
su centroide. 


Corte de sólido 
generado Vs =A(2nx) 

Vsg: volumen del sólido generado 

A: área de la región generadora 

C: centroide o centro de gravedad de la región A 

x: radio de la circunferencia descrita por el centroide 


Eje de giro 


Ejemplos: 

1. Se tiene un semioctógono regular inscrito en una circunferencia de diámetro 2R. Halla el volumen del sólido 
que se genera al rotar alrededor de su diámetro. 
Resolución: 


Vo 2Vironco cono + Veono) 


ol AR/Z RIZ RV Z |] 1 /RIZ Y 2/2) 
vox re (R/z] 2/2] 1 (BIZ (n 842) 
RO O PRIZA > Vo= 304 /2) 

2 


2. Cuatro esferas congruentes de radios r = 2 están inscritas en un cubo de tal manera que son tangentes a la 
base y a las caras laterales consecutivas 2 a 2. Halla el volumen de una quinta esfera que es tangente a las 
cuatro esferas dadas y a la cara opuesta. 


Resolución: 
AS 
Piden =(2+x?- (2/2) 
SN e a > H=(6-x 
JJ] V5 = 4/3 nx (20) -8=(8-) => x=3 
aan 8=2+X+ Apirámide cuad. regular --- (1) 5 Y _ 125 
Mes 4315) = En? 


3. Calcula el volumen de un segmento esférico de una base, si el radio de la esfera mide 8 u y el área de la 
superficie que limita es los 7/16 del área de la superficie esférica. 


Resolución: 


Piden: V, h(16 —h) + 16h=112 = h=4 
Ba, a Vi 
ne? + 2189 = 4/64) y-28, m4/3Y4 
| = 
e + 16h = 112 h a 
' y, - 3207 3 
Pero: rá = h(16 — h) eS 3 


Resolución: 
Graficamos la esfera y la sección, la cual no es necesariamente 
paralela al círculo máximo. 
Por Pitágoras: 
122 + 9?=R? 

R=15 
Hallamos el volumen: 
V= 45R? 

3 


A 
V= 115) 


V = 45007 m* 


Resolución: 
Por ser el cono equilátero, el AAPB es equilátero. 


Sea R el radio de la esfera. 
ROMB > MB = EJ 


APMB > PM = (MB) /3 


=PM=(5/3)/3 =3R 


Luego: 
T 
Voro 3 MBÍPM (me em 
Vosf. STR 4R? 
EE J3r 
3 Var 2 -2 
Vosf. 4R? 32 


Resolución: 


Sea M el centro de la esfera. 

S es el punto de tangencia de ambas superficies esféricas. 

E, GyH son puntos de tangencia, de la superficie esférica, con los 
planos BOC, AOB y AOC, respectivamente. 

OM es diagonal del cubo formado cuya arista tiene longitud igual 
al radio x de la esfera. 

En el plano AOW: OS =R y MS = x 

Pero, para el cubo: OM = x(/3 

Entonces: OM + MS = OS 


23 4+x=R =x= 5/3 1) 


Resolución: 


Por dato: R = 3 cm 


Además: Vse = Ver 


2 _p2 _1Ra 

GR = 798 

2 22m TRa 

3 RR) = 2798 

AT > a =180 


Piden el volumen de la cuña esférica (V¿g): 
Vos = HRa  T08)U(180%) _ 497 


270* 270" 


. Veg=18n cm? 
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En una esfera cuyo radio mide 17 cm, los radios de las bases de 
un segmento esférico miden 8 cm y 15 cm. Calcula el área de la 
mayor zona esférica correspondiente. 


Piden: Azg 

Azg: área de la zona esférica 

Azg = 21TRh ..(1) 
h=0A+0B ...(2) 


Por el teorema de Pitágoras: 


h= 41728? + 4172-15? 


h =23 6) 


Reemplazamos (3) en (1): 
Azg = 21:(17)(23) 
“. Azg =782n cm? 


(6) Calcula el área de la superficie que se genera por la línea CSG al 
dar una revolución alrededor de la recta L. 


El sólido que genera la línea CSG al dar una revolución es el 
siguiente: 


El área generada es igual a la suma del área lateral del cilindro y 
el área de la semiesfera. 


Ag= AL (cilindro) + Asemiesfera 


2 
A6=2m(3)4 + a) 


“. Ag=24n + 18n = 42m mí 
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¡[5 Halla el volumen del sólido generado al girar la región hexagonal 


regular ABCDEF, 360* alrededor de la recta CD. 


Para hallar el volumen pedido aplicamos el teorema de Pappus: 
V = (21x)(área ABCDEF) 


Donde, x es la distancia del centro O a la recta CD. 


En este caso x es la apotema del hexágono. 
Recordando que la apotema en un hexágono regular mide: 5/3 


Ys (205/3)[32*V3) 


V= na Ty 


E El lado de un cuadrado ABCD mide 10 m. Halla el volumen del 


sólido generado al girar la región cuadrada, una vuelta, alrededor 
de un eje coplanar que pasa por el punto D, haciendo un ángulo de 
8” con CD, exteriormente al cuadrado. 


B Cc 
Y 
10 o 
PUBIS go 
A 10 D 


Incógnita: volumen generado 
En el IÁBCD: 
BD=104/2 


>0D= E) =5/2 


En elldOHD: 

mZHDO = 53* 

>0H=4Y/2 

Aplicamos el teorema de Pappus: 
V= 21 (OH)(AD?) 

V=2x(4 4/2 110?) 

-. V=800142 m' 


